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Hiufige (mehrdeutige) Symbole

7 Aufpunkt: Ort, an dem Feld gemessen wird

7’ Quellpunkt: Ort der Ladung, die Feld verursacht: Int.variable
dl. d5 Bogenlinge

da infinitesimales Fldchenelement

dV und d®r infinitesimales Volumenelement

® Skalarfeld, Potential, magnetischer Fluf3

U Vektorkomponente (U, V, W), Spannung, Vierergeschwindigkeit
V' Volumen, Vektorkomponente (U, V, W), Vektorraum

E Vektorfeld, elektrische Feldstérke

Haufige Abkiirzungen

Bedg = Bedingung

Def = Definition

DGL = Differentialgleichung
Dreh = Drehung

el = elektrisch

elmag= elektromagnetisch
infinit = infinitesimal

Fkt = Funktion

Geschw = Geschwindigkeit
Glg = Gleichung

Int = Integration

ko- = kovariant

kontra- = kontravariant
Koord = Koordinaten

Ldg = Ladung

Lsg = Losung

mag = magnetisch

Trafo = Transformation
vgl = vergleiche

Plural: Glgen = Gleichungen usw. Aber Trafos = Transformationen
Zusammengesetzte Abkiirzungen:
Koord.trafo.glgen = Koordinatentransformationsgleichungen



KAP 1: VEKTORANALYSIS

§1 Literatur, Einleitung

Quelle: Weatherburn, Advanced Vector Analysis (out of print).
erste 100 Seiten in Greiner Mechanik 1
Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten:

Lang, Introduction to Differentiable Manifolds

Jéanich, Vektoranalysis

Sternberg, Differential Geometry
Hegel, Wissenschaft der Logik I (Suhrkamp S. 322):
“Die ganze Methode der Differentialrechnung ist in dem Satze, daf
dx" = na" 'dzx, absolviert. Man bedarf weiter nichts zu erlernen. In
wenig Zeit, vielleicht in einer halben Stunde, kann man die ganze Theo-
rie innehaben.”
Einige der verbleibenden Details in diesem Ferienkurs.
Vektoranalysis: Differenzieren und Integrieren von Vektorfeldern im
Raum
Trick im folgenden: Basissystem sei orthonormal.
Also kartesische, Zylinder-, Kugel-, elliptische Koordinaten.
Lokal werden nur kartesische Systeme betrachtet.

Nichtorthonormal: Riemannscher Tensorkalkiil:
Christoffelsymbole, ART

§2 Vektorglgen in kart Koord

Gegeben Glg, in der nur Skalare, Vektoren, Tensoren auftauchen.
Sowie grad, div, rot, Laplace, Richtungsableitung usw.

Ist die Glg in irgendeinem Koord.system richtig, dann in jedem.
Beweis:

(i) Skalare, Vektoren, Tensoren sind koord.unabhéngig definiert.
(ii) Ebenso grad, div, rot usw. QED.

Man wéahlt Koord nur zur einfachen Rechnung.

Sehr oft Beweis in kartesischen Koordinaten.

In diesem Sinn ist Rechnung in kartesischen Koord oft allgemein.

§3 Erinnerung: partielles und totales Differential



Partielle Ableitung eines Skalar- und Vektorfeldes.

—

OE(z,y, z) , E(x+h,y,z) —E(az,y, z)
—— 77" — lim .
3x h—0 h

Entsprechend OF /Oy und O*E /0xy.
Durch Erweiterung mit 0 (siche Mechanikvorlesung) findet man:

Totales Differential
. O0E, OE, OE
dE = —dx + —dy + —dz.
ar " * Jy vt 8z "
Variablentransformation, Kettenregel
OB (x(s,1),y(s,t) _ 0E(x,y)0x | 0E(x,y) dy
Os  Or Os dy Os

§4 Gradient

Sei ®(x,y, z) stetiges Skalarfeld.

Niveauflachen ® = const.

Bilden Blatterung des Raums.

Seien P, P’ infinit benachbarte Raumpunkte im Abstand ds.
Wert von ®(z,y, z) sei ® in P und ® + 6P in P'.

d®/ds heifit Richtungsableitung (in Richtung § von P nach P’).
Geschrieben 0®/0s.

Ab jetzt ohne ¢; stattdessen ds und do.

Betrachte Niveauflichen durch P und P’.

Sei () Punkt auf ® + d® Flache im kiirzesten Abstand dn zu P.
Linie P() steht senkrecht auf ® und ® + d® Flache.



O0® /0n ist Richtungsableitung senkrecht zur Niveaufldache.
Diese Ableitung ist grofler als Ableitung in jede schrige Richtung.
Denn

o0b 0®on 0P
ds  Onds On
6 Winkel QPP'.
Sei n L Niveauflache (Richtung, in die ® wéchst).
Def Gradient
0P .
%TL.
Nach dieser Def ist grad unabhéngig von irgendeinem Koord.system.
Sei 7 Ortsvektor nach P und 7+ d7 nach P’
Zunahme d® von P nach P’ ist Differenz der Niveauflichenwerte.

0P
dd = —d
on "
o
:a_ﬁ.df’

on
=dr-Vo.

grad® = Vo =

Grundformel. Auswendig.
Wird manchmal zur Definition von grad benutzt.
Darstellung von grad in kartesischen Koordinaten:
Ansatz

dF = dzi+ dy j + dz k.

Einsetzen gibt
0P 0P 0P

b =— — —dz.
d 8xd$+ 8ydy+ 5, %

Vgl mit oben
vq):&I)%Jra(De 8@1%.

ox 8y‘7 i 0z

<0 L0 .0
b= (1—+ 71— — | P
V (Z8x+‘78y+k82) :

Als Operatorglg

also p p p
V= e +]8—y + k&



Rechenregeln: Gradient von Summe von Fkten ist Summe der Gradi-
enten.
Ubung: zeige: Gradient eines Produkts

V() = VU + UV

Ubung: zeige

Vr=r
1 r
V- =——.
r r2

Ubung: zeige (sehr wichtig in Elektrodynamik)

=/

v = -

—

7
7:’/‘3

=l =3y

{

/

S

r —
o |7:*_ /|3’

Dabei V' Gradient bzgl Variable 7 statt 7.
Ubung: zeige: sei & = ®(r), dann

_ oo,
= 87“74.

Vo

Nochmals Richtung von grad:
Nach Def
d® = grad ¢ - dr.

dr liege in Niveaufliche d® = 0. Dann
grad® - dr =0 — dr L grad ®.

Gradient steht senkrecht zu Niveauflachen.
Dies ist Richtung des starksten Anstiegs von .

§5 Richtungsableitung s -V

Richtungsableitung in beliebige Richtung ist somit

0P
55 s - grad ®.



Sei
s =1li+mj+nk,

mit Richtungscosinus

=51, m=5§-5, n=5-k.

Dann
. . A 0od. 0d. 0P
(TP — ([ . P . . i
§-(V®) = (li +myj + nk) (8x2+8y‘7+82)
ZE?(I) N 0P N 0P
= m n—.
ox oy 0z
Operatorschreibweise

Damit ist definiert

§-(VO) = (5 V).

Also kann Klammer weggelassen werden.

Richtungsableitung
0

ds
Sei E(w, y, z) stetiges Vektorfeld,

5- V.

E=FE,i+ E,j + E.k.
Anderung in Richtung $
ds Ords Oyds 0z0s
Wie oben, mit Richtungscosinus von s

OF OF OF OE  _ =
E—la—erma—ynLn%—(s-V)E.



(ohne Punkt) ist Tensor von Rang 2, wird erst spéter definiert.
Ubung: Zeichne und gebe Glgen fiir Vektorfelder E, deren Richtungs-
ableitung nicht parallel E ist.

§6 Divergenz

Hier zunéchst keine koord.freie Def wie bei grad, sondern kartesisch.
Koord.freie Darstellung wird erst mit Gauflschem Integralsatz erreicht.
Daher zunéchst reine Diff.Algebra von div und rot.

Erst spéater anschauliche Bedeutung klar.

Def in kartesischen Koordinaten

. OF . O0E . OE

divE = ko —
B WL
Es ist
- A 0 0 0 -
V- -E= — 4+ k )
(8x+]8y+ 02)
. 0E . OF . OE ,
=7 - — 47—+ k- — =divE.
! 8x+‘7 8y+ 0z v
Also

divE =V -E.
Mit E = E,i + E,j + E.k folgt

. OE, 0E, OFE.
dvE = +%, o

Wird oft als Def benutzt.
div einer Summe ist Summe der div.
divr = 3.

§7 Rotation

Def in kartesischen Koordinaten

t E xaEqLAxaEH%xaE
rot K =1 x — —
ox J oy 0z
Zeige wie oben:
rot K =V x E.



Kartesisch ausrechnen

mtE_z(aE JE, ) +5(8Ex_aEz> +%<%_3Ex

dy 0z 0z ox ox y

Jetzt klar, warum rot nicht iiber Komponenten definiert.
Rot einer Summe ist Summe der Rot.
rot 7 = 0.

§8 div und rot von Produkten. Zweite Differentiale

Zusammenfassung bisher, kartesisch

0 0 0
grad =V = Z%+]8_+k8
. s 0 4 0 .~ 0
dlv—V-—z-% J- 8_+k 5
rot:Vx_zx%+]x§y+kx§Z

Beachte: grad wirkt auf Skalar-, div und rot auf Vektorfeld.
Ubung: die folgenden Beziehungen lassen sich leicht beweisen

V- (PE)=V®-E+dV-E,

)

V x (PE) =V® x E + ®V x E,
V (ExF)=F-VxE—-FE-VxF,
Vx(ExF)=(F-VYE—(E-V)F+EV-F—-FV-E,
V(E-F)=(F-V)E+(E-V)F+FxV xE+ExV X
Auswendig
rot grad =0,
divrot = 0.

Ubung: finde je 2 Vektorfelder (Bild, Glg) fiir diese Relationen.

Sehr wichtig

divgradCID:V-VCID:V-(ﬁ@A' 20, aq)/%)

o * ayj + 0z
0% N 0?P N 0*d
o 0x?  Oy? o 022
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Def Laplace-Operator (letzte Glg kartesisch)

0? 0? 0?
. o 2 _ o
divgrad =V*=A = 9 + o2 a2

Ubung: zeige )

AT = —( - E)eiE'F.
Definiere auch . . .
0?’E  9’E 9°E
Ox? * Oy? + 022"
Achtung: dies muf} vorsichtig nach div grad aufgelost werden:
VE hat (bisher) keine Bedeutung.
Also

AFE =

—

AE =(V-V)E =V (VE).

Auch wichtig
rotrot £ = graddivE — AFE.

Also sozusagen (Achtung auf Klammer)
rotrot E = grad div E — (div grad ) E.

Wichtig in der Elektrodynamik ist A%.
Hier nur fiir r» # 0.

1 1 .
= —T gradﬁ — ﬁv T
. F 3
T
=0
® = 1/r ist Lsg der Laplaceglg
Ad(r) = 0.
Ubung: zeige fiir ® = &(r)
2’
AP =" + —.
r

11



§9 Orthogonal krummlinige Koordinaten

Gegeben 3 Skalarfelder
u(x7 y? Z)? /U('CU7 y? Z)? w(aj7 y7 Z)'

Die Niveauflichen von jeder blédttert den IR>.

Niveauflachen sollen an jedem Punkt 1 zueinander sein:

Dann kann Niveauwert als Orthogonal-Koordinate dienen.

Beachte: Achsenrichtung dndert sich von Punkt zu Punkt.

Beispiel: Zylinder- und Kugelkoordinaten.

Waéhle Reihenfolge u, v, w so, dal System rechtshéndig.

Seien a, 8, ¢ die orthogonalen Einheitsvektoren

... entlang der Schnittlinien der Niveauflachen.

Betrachte Niveauflachen u + du, v + dv, w + dw.

Zusammen mit Niveauflachen u, v, w geben sie 3d-Rechtecksvolumen.
Kriimmung und Gestauchtheit sind Effekte d?.

Ubung: zeige durch Taylorentwicklung, daf alle Abweichungen vom
Rechteck (also auch Spat-Stauchung) Differential 2. Ordnung.
Kantenldngen des Volumens seien

da = hy(x,y, z)du,
db = hs(x,y, z)dv,
dc = hs(x,y, z)dw.

Beachte: du ist irgendein Funktionswert, nicht unbedingt Lénge.
Beachte: da, db, dc lokal kartesisch.
Abstand Niveauflachen bei Zylinderkoordinaten

da = dr, db = rdo, dec = dz.

Also
hlzl, hQZT, h3:1.

Bei Kugelkoordinaten
da = dr, db = rd6, dc = rsin 0d¢.

Also
hy =1, ho =1, hs = rsin6.

Das Rechtecksvolumen zwischen Niveauflachen ist also

dadbdc = r* sin Odrdfde.

12



/1 /1
/| /|
/| /|
/| /|
_____________ |
| | I |
| P —————————— v
o/ | /B
|/ |/
|/ |/
|/ |/
R D
/
u
Aus Zeichnung
PA = hydua,
BD = hydua + 68 (hidua)dv,
PB = hodub,
. .9 )
AD = hadvb + — (hodvb)du.
ou
Summe der 4 Vektoren entlang Rechtecksrand muf3 0 sein, daher
0 0
hob hia
8u( 2b) = c%( 1),
Entsprechend durch Rechnung oder Permutation
0 0 .
8u(h36) 8w(h 1),
0 0
h hob
(%( 5¢) = (9w( 20)

Bilde Skalarprodukt der ersten mit b7
. (Ohy, OB\ ahlA i

13



Weil Orthogonalkoordinaten,

i-b=0
AuBerdem A o
) 00 _106-0) 101 _
ou 2 Ou  20u
Also 9h 9%
2 A a
= hb- —.
Ou 7

Multipliziere die zweite obere Glg skalar mit ¢

o (O, 02N, (Oh, da
C- <au h38u>—c<%a)—l—h1%>

Also
oy _, . 0
u 1 B
Durch Permutation oder Rechnung
O _, b
v Y o
mm_hAaB
o0 2w
Oy _, o e
T
9 C
ow = hsb- 5 o’

Diese 6 Relationen im folgenden als (I) zitiert.

§10 grad, div, rot, A in krummlinigen Koordinaten

Im folgenden E,, Es, E5 statt B, By, ;.
Oben eingefiihrt a,b,c = z,y, z und

>
Ii
>

i, b=y,

a

und
da = hydu, db = hsdv, dc = hzdw.

14



Damit
o0 _ 106 00 100 00 _ 100
da  hyou’ ob  hy Ov’ de hyow’
Also Gradient

90 "o T ac
1 0D 1 00 1 0P
= ——a+——b+———c.

hiOu hy Qv hzdw

Dies ist Gradient in krummlinigen Koordinaten.
Z.B. Kugelkoordinaten

0P
Vo = Eé,« + @ég + m@,.
Sei A
n = nia + nsb + nzc.
Dann Richtungsableitung in Richtung n,
n 0P  no 8_@ nz 0P

7Vh = ——— = ——.
" h16u+h280+h36w
Divergenz
- _ OE . OE _ OE
leE—a,%—l—b%—FC%
10 - 10 1 0 .
—(a-——4b - ——+¢-——— | (Fra + Esb + E30).
(a h18u+ hzaer h36w)( 16 + Eob + Esc)

Wieder d% = (0 usw.

. = 10E, FE, Oa E,,  Oa
divE = —=2 4 2. =4 o 22
v hl ou + hg ov + hgc ow

10FEy, Ey.  0b FEs_ 0Ob
o T o s e
1 0FE3s FEs3. 0¢ Es. 0¢
+h—38—w+h—la'%+h—zb-%.

15



Mit (I) wird daraus

.= 18E1 E1 8h2 E1 8h3
W = 0w s 9w T kg 0w
+i8E2 N Es 0hy n Es Ohs

hg ov hlhg ov h2h3 ov

1 5’E3 Eg 8}11 E3 8h2

+ h_g ow + h1h3 ow hghg ow .

Genaues Hinschauen

div E =

o (hahs ) + - (sl ) + —(hlthg)] |

ow

0 0 0
hihohs

Ist Divergenz in orthogonalen krummlinigen Koordinaten.
Fiir A braucht man nur grad und div kombinieren

1 00 . 100, 100
Ad = di d® =di —— ———b+ ——
tvera v <h1 8ua h2 81} h3 811}6)

1 0 ([ hah3 0P +3 hshi 0P +8 hihg 0P
_h1h2h3 ou hl ou ov hg ov ow h3 ow .

Fir rot findet man

— 1 8 8 A
rot £ = h2h3 [av (thg) 9w (hQEQ)] a
1 0 9,
+— i law(hlEl) — a—(h3E3>:| b
1 |0 0
4+ — it [au(h2E2> — a—(h1E1>:| C.

Bisher: grad, div, rot aus Differentialdef.
Nur grad war einfach; div, rot waren verwickelt.
div, rot einfacher aus Int.def.

§11 Ko- und Kontravariant. Skalenfaktoren h;

In diesem § nichtorthogonale Koord.systeme erlaubt.
Begriff ko- /kontravariant recht subtil.

Bereits in SRT (und damit Elektrodynamik) nétig:
Wegen Diagonale 1, —1, —1, —1 des metrischen Tensors.

16



Hier nach Greiner.
Seien x,vy, z bzw x1, 9, x3 kartesische Koord.
q1, @2, g3 krummlinige Koor, statt bisher u, v, w.
Sei Ortsvektor
() = (2 (q)) = 7(a).
Achtung: links und rechts verschiedene Fkten (besser oder’).
Def kontravariante Einheitsvektoren (auswendig)

gF
> = qZ
“i ‘ or

(‘3ql~

Liegen in Richtung der Koord.linien.
Koord.linien sind Schnitte der Koord.fldchen.
Z.B. Kugelkoordinaten

x = rsinf cos ¢,

y = rsin 6 sin ¢,

z =17rcosf.
Also
sin 6 cos ¢
r=r | sinfsing
cos 0
Damit
ar sin 6 cos ¢
ér—&: sinfsing |,
1
cos 0
or cos  cos ¢
ég—@: cosfsing |,
r .
—sind
) g_g —sin ¢
€y = ———= | cos¢
rsin 6 0

Betrachte jetzt Koord.flichen

q; = const.

17



Def kovariante Einheitsvektoren
X Vo,
EZ — QZ
|V%’|

Kovariante Einheitsvektoren stehen | zu Koord.flachen.
Vgl kontravariant: liegen entlang Koord.linien.

Fiir nichtorthogonale Systeme kovariant # kontravariant.
Betrachte z.B. Koord £ = x,( = x + y der Ebene.

18



kontravar kovariant

a
y
/T b Einheits
[__/__/__/__/ . vektoren
/L
[ __[__[__/ . .
/S a )
/__/__/__/__/_x
nichtorthogonales /
Koordinatennetz y/ .
/ /
/ . Koordi /
/ . naten /
/ . /
o f o
X X

Wir hatten definiert (dort: da = hidu)
ds; = h;dg;,

Bogenlénge ds; bei Koord.dnderung dg;.
Def “kontravariant” umstellen und ds; = |dr] benutzen

or or| . b
Y Y
0g; dq;
Mit 7 = (q1, ¢2, g3)
L or or or’
dr' = —dq; + ——dgs + ——dgs

oqy 0qo g3
= hidgié1 + hadgaéy + hsdgses.

19



Gesamtbogenliange

ds®> = dr - dr

3

ij=1

3

= gijdgidg;.
ij=1
g heifit metrischer Tensor: Theorie von Gauf}, Riemann.
Elemente sind
gij = hzh]éz . éj.

Jetzt wieder nur Orthogonalkoord

éi . éj = 5@']’7

also
ds® = hidq} + h3dgs + hidgs.

Volumenelement Orthogonalkoord.

dV = hihahsdqidgadgs.

§12 Gradient krummlinig

Nach Greiner.

Sei ® = ®(q1, 2, g3).
Gesucht

VO = fié) + faéa + f3€3.

Es gilt von oben
dr' = hidqié1 + hodgeér + hsdgseés.

Ferner nach Def
dd =Vo - dr.

Einsetzen und Orthogonalitit der Basis (!) benutzen

d® = hy fidg1 + ha fodgs + h3 f3dgs.

20



Andererseits nach Def totales Differential
od od od
dd = —d —d —dgs.
oq o g2 @ dq3 o
fi aus Koeflizientenvergleich und damit
1 0® 1 0® 1 0P
Vb =——-2¢ ——¢ ——¢5.
hy aQ1€1 * hy Ogo 2 hs Ogs ©

Wichtiger Trick: setze speziell & = ¢g;. Dann
€
Vg, = —.
di I

A~

Also gezeigt: fiir orthonormale Basis ist
E; =é¢,.

In Orthonormalkoord sind ko- und kontravariante Basen gleich.
Hilfssatz: fiir Orthogonalkoord gilt
é1 = hohsVqo X Vs, und zyklisch.

Beweis:
hgth(]Q X VQ3 = h2h3 2 X g
ho  hg

§13 Div in Orthogonalkoord

Greiner. Gesucht
div E = V - (E1éy + Eséy + Fsés).

Erinnerung
div(Ex F)=F -rot E — E -rot F.
rot grad = 0.

und

21



Damit

V- (Elél) =V- (E1h2h3vq2 X VQS)
= V(Elhghg) . (VC]Q X VC]3) + E1h2h3V . (VQQ X VC]3)

€1

A

— V(E,hshs) - T~
€1

€1 0 €y 0 €3 8) }
= (o + o+ oa | (Bihohs)| -
[<h1 8Q1 h2 5(]2 h3ﬁ(]3 ( e 3) h2h3
1 0
= —(FE1hohs).
h1h2h38q1( 1762 3)

Insgesamt wieder
1 0 0 0
E —(F —(F :
[ (Erhohs) + 8q2( ohshi) + 8%( 3h1h2)]

div E =
hihohs | Oq:

§14 Rot in krummlinigen Orthogonalkoordinaten

Greiner.
V x E =V x (E1é)) + V x (Eaby) + V x (Esés).

Betrachte

V X (Elél) =V X (E1h1Vq1)
= V(E1h) x Vg + E1hiV X Vg

A

IV(Elhl) X 24‘0
ha
[(61 0 €9 0 €3 0 ) (Elhl)] XZ—ll

___|___ -
hi0qi  ha0gqa  h30gs

e3 0

ég 0 €3
= —(E hy) — —(Ehy).
h3hlaQ3( tha) h1h25Q2( tha)

22



Insgesamt wie zuvor,

- 1 0 0
tE = —— | —(haFs) — —(ho )| €
T hahy [8q2( W) = g 2 2)] -
1 0 0
—— | —(h1E{) — =—(haFE5)| €

i hahy [3(13( 1) 3Q1( i 3)] ©
1 0 0
—— | —(hoFEy) — —(h{E}) | é3.
i hiho {3(11( ? 2) 8q2( ! 1)] e
grad, div, rot, A in Zylinder- und Kugelkoordinaten:
Innendeckel von Jackson.

Ubung: zeige entsprechend
AP — 1 [ 0 (hghg@@) N 0 <h3h1 8@) N 0 <h1h28®>] |
hihahs [Oq1 \ h1 Oq g2 \ h2 Ogo dq3 \ hs Oqgs

§15 Erster Integralsatz: Zirkulation von Gradientenfelder

Neues Kapitel: Integrale von Vektorfeldern.
Mathematik: Linienintegral entlang Kurve

B - -
/dl-E
A

wobei dl Kurventangente ist.

Natiirlich
B _ A
/ dl-E:—/ dl - F.
A B

B B
/ dl-grad@:/ dd = dp — O y.
A A

Fiur Gradienten

wobeil d® Niveauunterschied zwischen 7 und 7+ d auf Kurve.

Also
j{df- orad ® = 0.
Der Umkehrschluf§ gilt auch:

Wenn
7{ dl- E(F) =0

23



fiir alle Wege in Gebiet des IR?, dann dort E = grad ®.
Beweis: Betrachte geschlossene Kurve APR(Q).

Aus § =0 folgt fAPR = fAQR'

Uberhaupt haben alle Integrale ff denselben Wert.
Sei A fest und R mit Ortsvektor 7 variabel.

Dann kann man Funktion ®(7) definieren,

R — —
CID(F):/ dl- E.
A

Wert hiangt nur von A und R, nicht von Zwischenweg ab.
Besser: ®4(7).

Wahlt man Anfangspunkt B, dann &5 = &4 + C, mit C' = ff.
Verschiebung dr” von R gibt einerseits nach Def von grad

dd =dr-Vo,
andererseits nach Def von ®
dd = dF - E.

Diese Gleichheit fiir alle dr, also

—

E=Vo.

§16 Zweiter Integralsatz: Gaufl

Betrachte geschlossene Fléache S.
Keine Abschniirungen = keine Singularitéten.
Vollsténdig in der Flédche diirfen andere geschlossene Flachen liegen.

GauBlscher Satz
j{da- E = /dVdivE.

da ist Flachennormale.

Konvention: soll von Volumen dV der rechten Seite wegzeigen.
dd - E ist Projektion von E auf Fliichennormale.

dV ist inneres Volumenelement.

Bewelis.
Reicht in kartesischen Koordinaten:
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Der Satz ist koord.unabhéingig, und gilt dann in allen Koord.
Sei A
E=FEi1+E;j+ E.k

und
oF,

I = / dxdydz :
ox
Betrachte Rechteckssdule mit Querschnittsfliche

[y, y + dy] x [z, 2 + dz]

entlang der gesamten x-Richtung (feste v, 2).

Saule schneidet Auflenrand und Innenrédnder von S 2n mal.
(Dabei n zundchst unbekannt.)

Grund: alle Fléchen sind geschlossen.

E, habe an Schnittflichen Werte E, 1,..., Ey .
Dann

I = /dydz(_Ex,l + Ex,? - Ex,?) + ... = Ea:,Qn—l + Ew,2n)-

Dies nach Def Stammfkt.
Beachte: Integration nur innerhalb V.

Eintritt bei x1, x3, s, . ..: jeweils Untergrenze (—),
Austritt bei x9, x4, x, . . .: jeweils Obergrenze (+).
Rechtecksséule schneidet Flachen day, .. ., dds, aus Randflachen.
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Also
dydz =1 - da;.

Genauer: dydz > 0 immer. Aber 7 - da; < 0:
Fldcheneintritt heiflt: da ist gegen ¢ gerichtet.
Austritt: da gleichgerichtet .

Also
dydz = —i - daj,
=1 - dds,
— _/; : dc_i?nfla
=1 - ddo,.
Einsetzen
2n
I = /Zd@ 1B, .
i=1
Es ist

/Zd@-z]fda.

Namlich links und rechts Summe iiber alle Oberflachenelemente.

Also SE
I = /dxdydz L= j{da-iEx.
ox

E .
/dxdydzaa—yy = j{dd’-jEy,

E, -
/dxdydza = %d@- kE..
0z

Genauso

Glgen addieren

OE, O0E, OE.\ _ L - A >
/dmdydz < o T 9y + 5 > —%da (Eyi+ Eyj + E.k).

Kann koord.invariant geschrieben werden

/dVdivE: %da‘.ﬁ.
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Gauflscher Satz.

§17 Integraldef der Divergenz. Flufl

Sei dV infinitesimal, so daf E in dV konstant.
Dann wird Gaufischer Satz

— 1 —
divE =— ¢ da- L.
1v v a

Dient als alternative Def von div.
Rechte Seite ist koord.unabhéngig, also auch div.
Allgemein:

Sei E Vektorfeld und da Flichenelement.
Sei (noch nicht zu sehr als Ladung lesen)

Q:]fda-ﬁ.

Im Zusammenhang mit div nennt man E den Q-Fluff und
da - E

(Q)-Strom durch da.

Elektrodynamik: Stromdichte j: Ladung/(Zeit x Fliiche),
Leiterquerschnitt AJ|7.

Strom (Ladung Q/Zeit) I = A - J.
(Ladungs-)Stromdichte j ist also LadungsfluB.

§18 Kontinuitédtsgleichung

1. Betrachte Erhaltungsgroflie (), die nur stromen kann:
keine Quellen und Senken.
Soll durch kart Volumen 0V = dxdydz stromen.
Volumenzentrum (0, 0,0). Konkret: Massenerhaltung.
Massendichte p in g/cm?, Stromungsgeschw (u, v, w).
Masse, die in Zeit 6t durch Flache dydz bei dx/2 stromt
dydzp(0x/2,0,0,t)u(dx/2,0,0,t)dt.
Und bei —dz/2

dydzp(—0x/2,0,0,t)u(—d0x/2,0,0,t)dt.
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Also Netto (Ausstromen positiv)

[(pu)(0x/2,0,0,t) — (pu)(—dz/2,0,0,t)]dydzot
d(pu)

= 0,0,0,t)0Vdt.
ax (7 ) 7)

Entsprechend in y- und z-Richtung.
Insgesamt Massendnderung an irgendeiner Stelle

d(pu) | O(pv)  9I(pw)
Ox + oy + 0z

S(p8V) (7 1) = — [ ] (7 05Vt

— weil Ausstromen: Verlust positiv gerechnet.
0V konst, kann vors Differential gezogen werden

. d(pu)  O(pv)  I(pw)]
g(r,t):—[ o oyt o ](T,t).

Also

op .o
pris div (pv) = 0.

Heif3t Kontinuitédtsgleichung.
Ist mathematische Formulierung der Massenerhaltung.

Hier () = Masse.
]{ da - pv
S

pv ist Massenflul und
ist Massenstrom (g/s) durch Randflache S eines Volumens.

Also ist Massenstrom aus Volumen dV nach Def von div
dV div (pv).

Dafiir manchmal auch “Durchfluf”.

2. So fiir jede Erhaltungsgrofle:

sei e Energiedichte (Energie/Volumen).

Gesamtenergie [ dVe (hier Q) erhalten; kann nur fliefen.
Dann wieder fiir festes Volumen

de o
T + div (ev)) = 0,
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und

j{dc?- et = dV div (e?)
s

als Energiestrom aus Volumen dV'.
3. Insbesondere gilt Kontinuitatsglg fiir Strom.
Hier Ladungsdichte p (Ladung/Volumen) und Stromdichte

j=pv.
Dann (auswendig)
8 g
9P divi=o.

ot

Zusammenfassung:
. di-E Q-
G B — fsda _ Q—Strom aus dV.
av av
Wenn div E = 0: Zufluff = Abfluf}; keine Quellen und Senken.

§19 Alternativbeweis Satz von Gauf

Mit koord.freier Def

— 1 —
divE =— ¢ dd- E.
iv TG }l{ a
ist Gaullscher Satz fast trivial.

Zerlege jedes V' in infinitesimale dV;.
Diirfen nichtkartesisch sein.

Dann
/dVdivE = dedivﬁ — Z%dﬁ- E.

Betrachte )

Jedes innere da ist Rand von genau zwei Volumenzellen.
Vorzeichen von da - F fiir beide Zellen verschieden:

Also heben sich alle inneren Beitrége.

Nur Integral iiber Randflachen bleibt:

dort nur eine benachbarte, ndmlich innere Volumenzelle.

Also
/dVdivE:% di- E.
Vv oV
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Rechtes Integral nur iiber Rand von V.
Ab- und Zuflufl benachbarter Volumenzellen hebt sich auf.
Nettoflufl nur am Volumenrand.

§20 Dritter Integralsatz: Stokes

Sei C' geschlossene Kurve, die offene Flidche S berandet.
S muf nicht eben sein.

Jedes C' berandet oo viele S.

Z.B. berandet Aquator die Aquatorebene der Erde,
...und die nordliche und siidliche Hemisphére.

Sei da Flachenelement von S.

Wenn C' in irgendeinem Sinn durchlaufen wird,

... soll da im Rechtssinn zeigen: Orientierbarkeit.

Satz von Stokes
%df—ﬁz/d&-rotﬁ.
C S

Beweis

v+
[ .C
b | S
vtdv | |
——————— | —=|-—————-.
u- |dal|ds2 .out
- |—=-==>-—-
v |dsi a
[
ul
o

Seien u,v (oder qi, g2) Skalarfelder auf IR* mit L Niveauflsichen.
Schnitt der Niveauflichen mit S gibt 2 1 Koord.linien.
Niveauflachen von S, u, v sollen nie zusammenfallen.

Betrachte infinit Rechteck am Schnitt der Koord.linien auf S.
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Seitenldngen
dSl = hldu,
d82 = hgdv,

Flache
da = hihodudv.

Seien &,l; Einheitsvektoren tangential an Koord.linien.

Sei ¢ = a x b, so daf a, b, ¢ Rechtssystem.

Sei 7 Ortsvektor zu Punkt auf S im infinit Rechteck.

Dann kontravariante Basisvektoren

i W
T 05 mow
j_or _1or

852 hg(‘?v'

Beachte: dies sind wirklich schon Einheitsvektoren.

Def von rot
OF . OE

OF

rotE:&x—+bx—+éx—

831 882

Also mit zyklischer Permutation im Spatprodukt

a OF

¢-rot E = (¢ xa)  — + (& x D)

(981
OF

~

Also
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Jetzt Geometrie:

Integriere ersten Term iiber u:

Integral von einem Rand von S zum Rand gegeniiber.
Endpunkte sollen Werte u4 haben.

Integriere zweiten Term iiber v:

Integral von einem Rand von S zum Rand gegeniiber
... entlang Weg, der ersten Weg L kreuzt.

Endpunkte sollen Werte vy haben. Dann

(e D) (o))
(e e (6 5 |

., u_ haben denselben v-Wert, v, ,v_ denselben u-Wert.
Laufe entlang S im positiven Umlaufsinn:

dv bei uy, —dv bei u_, entsprechend fiir du.

Also Beitrag zu Umlaufintegral

Jz/ﬁv(ﬁég>wg+(5€¥>m4]
—1/du:<ﬁ-§§>(ug%—(E-g;)(uJ].

In v-Integral wird jeder Punkt von S einmal abgefahren.
Ebenso im u-Integral.

Also a7 a7
— T T - —
]:fE- (adv%—%du) :]{dr-E.

Identifikation dF = dI: beide Bogenelement entlang C.
Also Stokesscher Satz

/dd’-rotlf:j{dfﬁ.

Ubung: zeige Umkehrung des Satzes: sei

/ﬁaﬁ:%ﬁﬁﬁ
S C

fiir alle C' in IR3. Dann F = rot E.

32



§21 Integraldef von rot

Betrachte infinitesmales und daher ebenes dda.
Alternative Def von rot mit Satz von Stokes

dﬁ-rotﬁzj{df-ﬁ.

§22 Alternativbeweis Satz von Stokes

Beginnt man mit dieser Def von rot, ist Stokesscher Satz fast trivial:
Lege krummliniges Netz auf S mit infinit Maschen, Laufindex 1.
(Details in Mechanikvorlesung.)

Z.B. Nordhalbkugel, Rand ist Aquator.

/d&-rotEEZdﬁi-rotE:Zj{df-ﬁ.
S i i

Jedes innere Stiick “Faden” berandet zwei Maschen.

Bei gleichem Maschenumlauf verschledene Richtung entlang Schnur.
Also heben sich innere Beitrage zu dl- E.

Es bleibt nur Integral iber Auflenrand.

/da.mﬁ:j{ i B
S 0S8

Jedoch Jénich, Vector Analysis:

“Although the idea of decomposition into cells does not lead to an
elegant proof, it describes the geometric content of the theorem extre-
mely well — in fact, it reduces the theorem at the intuitive level to a
truism.”

§23 Vektoridentititen
Mit Integraldef von div und rot kann man Beweis fiithren fiir
rot grad = divrot =0

ohne Differentialausdruck dieser Groflen zu benutzen:
1. Integralbeweis fiir
rot grad ® = 0.
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Néamlich
/ dd rot grad & 5= 7{ dl - grad ® "2 .
S
(Gradientenfelder haben keine Zirkulation.)
Da S beliebig, muf3

rot grad ¢ = 0.

2. Integralbeweis fiir
divrot £ = 0.

Namlich
/dVdiV rot E Cians fdc?- rot F Stokes 0.

Grund fiir letzte Glg:

Ziehe irgendeine geschlossene Kurve auf S (ohne x).
Definiert zwei “Hemisphéren”.

Nach Stokes ist Oberflichenintegral iiber beide gleich:
denn sie haben gleichen Rand.

Aber verschiedenes Vorzeichen: also Summe 0.
Einfacher: geschlossene Flachen haben keine Randkurve.

§24 Div in krummlinigen Koordinaten

Dieser Paragraph als Ubung:
Mit Integraldef von div.

§25 Rot in krummlinigen Koordinaten

Dieser Paragraph als Ubung:

Mit Integraldef von rot (siche Mechanikvorlesung).

Weil rot Vektoroperator, mufl man 3 Projektionen betrachten:
Zuerst Flachenelement da = ahshsdvdw.

Linienintegral iiber Fldchenrand:

Geometrie (Rechtssystem, yz-Ebene):

—_ y — —

v+dv
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Beitrag von DA:
C- Ehg(—d’w) = —Eghgdw

Usw.
Beitrag von BC:

0 0
Ehs + av(Ehg)dv] dw = [Eghg - %(Eghg)dv dw.
Summe P
—(FE .
av( 3h3)dvdw

Beitrag von AB: )
b- EthU = —Eghgd’l}

Beitrag von CD:

- 0 - 0
b- Ehg + a—w(Ehz)dw] (—d”l}) = — [Ezhg + a—w(EQhQ)dUJ] dv.

Summe der Summen in Integraldef von rot einsetzen

0 0

i av(thg)——(thg)].

a-rot B = —— {

hahs 0

I;, ¢ Komponenten durch Rechnung oder Permutation.
Gibt wieder

= 1
rot ) = ——

0 0
hahs

%(thg) _ %(hQEg)] a
1 [0 0

S [ 8w(h1E1) — a—(thg)} b
1 [9 0

s [a (hak2) = a_(hlEl)}
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Ubung: zeige: div B = 0 — die B-Feldlinien sind geschlossen. Hierbei
Def Feldlinien eines Vektorfeldes: stetig differenzierbare Kurve entlang
Vektorpfeile.
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KAP 2: TENSORANALYSIS

Wichtige Tensoren der Physik:
Richtungsableitung

total schiefsymmetrischer Tensor
Spannungstensor

Scherungstensor (Reibung in Kontinua)
Quadrupolmoment
Feldstarketensor F),,
Energie-Impuls-Tensor

Metrischer Tensor

. Kriimmungstensor

Die Hélfte davon in dieser Vorlesung.

) © 00 N o Ot W=

§26 Lineare Vektorfunktionen

Sei 7 Vektor.
Lineare Abb. ¥+ 7 heifit lineare Vektorfunktion.
Mit Basisdarstellung

F=xi+yj+ 2k

werden lin Vektorfkten dargestellt durch Matrizen A =

Im folgenden 7, j,@ Orthonormalsystem.
Also
' =anx+ a2y + a13z,
y/ = a91T + ay + asz,
7 = anx + asy + assz.
Alternative Schreibweise
¥ = a1z + asy + asz,
y = bix + boy + b3z,

7 = c1x 4 ey + c3z.

Damit
¥ =a-r,
y/:g'Fu
Jd=c- 7

(aif)-



Also
P =i+ + 2k
=@+ jb-7) + k(@ 7).

§27 Dyadisches Produkt. Dyaden

Durch eine einzige scheinbar triviale Umklammerung in einem Dreier-
produkt

...bekommt man das méchtige Werkzeug der Dyaden.

Tensoralgebra ohne Indizes.

Vereinbarung: Dyaden und Tensoren von Rang/Stufe 2 sind Synony-
me.

3 Moglichkeiten, Tensoren einzufiihren:

1. Tensor aus dyadischen Produkten von Vektoren.

2. Tensor als (multi-)lineare Abbildungen zwischen Vektorraumen.

3. Tensor als Objekt mit bestimmtem Verhalten unter Koord.trafo.
Definiere dyadisches Produkt durch Umklammern

—/
r
-

(@ 7))+ J(b-7) + k(@7
(1®d) -F+(jQb) -F+(k®a)-T.

Die Terme in Klammern heiflen Dyaden, Symbol 7.
Dieselbe Def einfacher

—

(@@0b)-c=a-o).
Verallgemeinerung: Dyade ist jedes
T=aQb+c@d+...

Dyadenaddition
F=li®di+job+ked- T

Bisher wirkte Dyade auf Vektor nach rechts.
Dieselbe Dyade (nicht eine andere Art!) wirkt auch nach links:

—

g-(@®b) = (¢-a)b.
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Da @ Jf b, ist

(@®b)-C#C- (A®Db).
Dyade kann nach links und rechts wirken, man muf jeweils sagen,
wohin.
Ist Wirkung einer Dyade nach rechts = Wirkung anderer Dyade nach
links:
dann nennt man die Dyaden konjugiert (Index c)

T-r=r-T

= =

Def: Zwei Dyaden heiflen gleich <«

Thre Wirkungen auf alle Vektoren links und rechts sind gleich.
Zusammenfassung: lineare Vektorfunktion = Dyade = 2-Tensor.
Deren Basisdarstellung ist Matrix.

Warnung: in engl. und amerik. Biichern wird ® weggelassen:

Stehen 2 Vektoren nebeneinander ohne - oder x, wird ® verstanden.
Mit einiger Ubung sinnvoll, nicht am Anfang.

Rechenregeln: Linearitdat nach Def

T (ad+ 67) = o(T - @) + (L - 7).

Dyaden werden mit Vektorraumstruktur ausgestattet:
Addition von Dyaden und Multiplikation mit Grundkorperelement:

(S + BT)(4) = a(S - @) + B(T - u).
Distributivitét

@@ E+0)-F=al@+0)- 7

also
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Damit

@+o+..)@F+q+...)=
EQF+aRQq+ ... +bQF+bRF+ ...
Reihenfolge der Faktoren wichtig.

Ubung: definiere “Minus” fiir Dyaden.
Somit jede Dyade darstellbar als

T=a11®i+ a9 @] +api®k
+a21j®%+a22j®j+a235®]%
+a31]%®%+a32]2i®j—|—a33l%®l%,

Ist praktisch schon ihre Matrixdarstellung.

Sei
T=a®b+cxd+...

Def Kontraktion einer Dyade (Tensorkontraktion): der Skalar
a-b+e-d+....

Ist unabhéngig von Basis (denn héngt nur von Vektoren ab).
Als Skalar Invariante, also wichtig in Physik:

Andert sich nicht bei Koord.trafo.

Ubung: zeige in Orthogonalkoord.: Kontraktion ist Spur ST
Def Kontraktion zweier Dyaden (Tensoren).

Jede bestehe zur Einfachheit nur aus einem Summanden.

@ob): (Eod)=(b-&)axd).

Entspricht Matrixmultiplikation.
Fiiir mehrere Summanden in jeder Dyade: ausmultiplizieren.
Ubung: zeige Assoziativgesetz (mehrere Summanden)

(R:S):T=R:(S:T).

Ubung: zeige
1=i®i+)1Q)+k®Fk

ist identische Dyade,
1r=r.
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Def wnverse Dyade. Wenn

[t
I~
I
L»—\

nennt man 7’ invers zu S,
T=5"

Ubung: zeige:
S:I'=1<T:5=1

Ubung: zeige: Inverse eines direkten Dyadenprodukts (Kontraktion)
= Produkt der Inversen in umgekehrter Reihenfolge.

§28 Konjugierte Dyaden

Def war
(@@b)-e=d(b- ),
¢-(@®b) = (¢-apb.

(@@0b)-¢=a(b- o),

Also:

T'=a@be-T,. =b®a.
Bei Summen von @; ® 51 jedes Produkt vertauschen.
Ubung: zeige

(§+I)C - §c +Ic7
(ST)C = Ic§c7
(S™He=(8)7"
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Def selbstkonjugierte Dyade

Also
Oder

Def antiselbstkonjugierte Dyade
S=-S5

c*

Also
S r=-r.-8

= Mo

Y aeb=-Y bi®d.
Satz: jede Dyade ist ) von selbstkonj und antiselbstkonj Dyade.
Beweis: schreibe

Oder

1 1
Erster Summand ist selbstkonjugiert
(I + Ic)c - Ic + I

Zweiter Summand ist antiselbstkonjugiert.
Satz: jede selbstkonjugierte Dyade iiber IR? ist darstellbar als

a1t ® 1+ as) ® ] + ask ® k.

Beweis (nicht kurz) in der Linearen Algebra:
Jede symmetrische Matrix kann auf Diagonalform gebracht werden.

§29 Kreuzprodukt und antiselbstkonj Dyaden

In E-Dynamik wichtig und offensichtlich richtig:
Jede antiselbstkonjugierte Dyade kann dargestellt werden als

Z(@ 029 gz — gz ® d;).

1
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Erinnerung: Entwicklungssatz fiir Vektor(kreuz)produkt

x (bx &) =b(@-é)—éa-b).

Damit (verzichte auf Index ¢ wegen Ubersichtlichkeit)

Y (@ob-b@a) =Y [db-7) - awﬂ
= (@xb)x
= () <

Ql

Produkt antiselbstkonj Dyade mit Vektor = 2faches Kreuzprodukt.
Vgl entsprechende Aussage in Mechanik.

In der E-Dynamik bei mag Dipolmoment benétigt.

NB: zuvor war Skalar einer Dyade definiert als

Y iwb—Y d-b.
Def Vektor einer Dyade
Y awb— > axb.
Ubung: zeige: Skalar und Vektor einer Dyade #ndern sich bei Ko-

ord.trafo nicht.
Def Kreuzprodukt von Dyade und Vektor

(@Rb)xF=a® (bx7),
Fx (@) = (FXad) QT

Reines Umklammern, nicht wie bei Def Dyade - <> ®
Satz:
T (Fx§)=(Lx7) 3

Erinnerung Spatprodukt: zyklisches Vertauschen
a-(bxd)=b-(Cxa)=c-(axb),
also Operatorvertauschung erlaubt

a-(bxd)=(@xb)-c
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Im obigen Satz genauso.
Beweis fiir Satz: sei ' = Y @ ® b. Dann

T (7 x

S
I
/ﬁ
ST
®
Sy
~
—~
=y
X
Wy

Q)
=
—~

=l

X

0y
Pt

MMM

Genauso zeigt man
(rx3s) - T'=7r-(§xT).

Oben gezeigt: antiselbstkonj Dyaden und Doppelkreuzprodukt.
Jetzt stdrkere Aussage: antiselbstkonj Dyaden und Einfachkreuzpro-
dukt.
Satz: Jeder Vektor @ in Kreuzprodukt mit 7 kann durch Skalarprodukt
mit einer antiselbstkonj Dyade mit  ersetzt werden.
Beweis:

axr=1-a)x7r=1Axa)- -7

Zeige noch: 1 x @ ist antiselbstkonj. Sei kartesisch

a=ayi+ azj’ + agﬁz,

1=i1Qi+jQj+kk.

Ausrechnen (Rechtssystem!) gibt
axl=1xa

—a(j@k—k®

A~

N—ay(k@i—1®k)—a3(i® ) — J ®1).
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Ist antiselbstkon)].
Nicht verwirren lassen von

Dennoch gilt

Zusammenfassung: merke
axr=(1xa)-r,

wobeil Def

Ubung: zeige

Sl

i (b@c—c®b)=(bxa) xd

§30 Physik: Kreuzprodukt und schiefsymmetrische Tensoren

Derselbe Satz, wie er in der Physik bewiesen wird:
Jeder schiefsymmetrische Tensor 2. Stufe auf R

< Vektorkreuzprodukt.

Beweis:

Kartesische Darstellung schiefsymm Tensor T 2. Stufe

Ty, =Ty, 0

Angewendet auf Vektor @ = (ay, ay, a.):

Tyyay + T, a,
T-a= _Ta:yaa: + Tyzaz
~Ty.a, — Tyzay.

Kann man schreiben als

Qyaz — qz0y
qXxXa=|q,a; —(gza, |,
Qxay - ana:
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wenn man identifiziert

dz _Tyz
Qy = sz
q: _Tasy
Also fiir schiefsymmetrische T’
T-a=¢xa.

§31 Dyadeninvarianten

Gegeben sei Dyade in Koordinatendarstellung 1" = T;;.

Die folgenden Skalare sind in jedem Koordinatensystem gleich:
1. Spur Y T};.

2. Determinante det T'.

3. Figenwerte A\, bestimmt durch

det(I’ — A1) = 0.

§32 Dyaden und Ellipsoide

Wie in Mechanikvorlesung:

geometrische Deutung der Dyaden als Ellipsoide.

Wieder sehr elegant in Weatherburn:

Was ist allgemeinste skalare quadratische Ausdruck in z,y, 27

Q = ana’ +any’ + a2’ + (12 + az)wy + (a13+ az1 )z z + (ags + age)yz.
Sieht wie selbstkonjugierter Dyade aus.

Sei 7= (z,y,2)".

Allgemeinste skalare quadratische Ausdruck ist

Q= Z[pﬂ?' P i (7 @) (7 b))
Umschreiben

Q:Z[F‘ (pid) - 747 (C]ﬁz‘@)gi)-ﬂ

1

7 7

Z(Pil + qit; ® gz)

7

T

I
=l
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Ubung: zeige
Also bleibt nur selbstkonj Anteil T+ T', obiger Dyade.

Nach Satz iiber Diagonalisierung selbstkonj Dyaden:

Q = a12” + agy® + azz’.
Sind aq, as, asz, Q) > 0, ist dies Glg eines Ellipsoids.
Sonst Hyperpoloid.

§33 Definition Vv

Bisher Tensoralgebra, jetzt: Tensoranalysis.
Ziel: Satz von Gaufl und Stokes fiir Dyaden (Tensoren).
Gradient eines Skalarfelds war definiert als

00 0P 0D
V@—zax-l—jay—l—kaz.

Def Gradient eines Vektorfeldes

- OF OE . OF
E = — — +k :
V ®8 +]®ay+ ®8z

Schreibweise V ® E ist (leider) uniiblich.
Def konjugierte Dyade

OE . OE . OF .
EV="Ri+—@j+—ak
V 3x®2+3y®]+3z®

Sei ¢ konstanter Vektor. Dann

Also genau wie in Tensoralgebra

(Vo E)-¢=V(E-o).
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Aber ¢ mufl konstant sein.
Fiir beliebiges Vektorfeld a(r) gilt

- . OFE
(VE)=ad-» i®—
(VE)=a- _)Z®(95L‘ )

oF oE oF
_&1—+CL2—+CL3

ox oy 0z
— (@-V)E.

S]]

Sehr wichtige Relation in der ganzen Physik:
Richtungsableitung (in Richtung a) eines Vektorfeldes E.
Beachte:
(@a-V)E} E.
Hier ist Nablakalkiil etwas irritierend, weil man denkt:
a-V = « (Skalar), also
aF| E.
Richtig ist
(@-VE=ad- (VR FE)=d-(VE).

Rechte Seite i.a. weder ||E noch ||@.
Mit dieser Def von VE:

Klammern um V auch bei Vektoren nicht mehr nétig.

—

(@-V)E=ad-(VE)=d-VE.
Wichtige Formel fiir Richtungsableitung:

— A~ A~ ~ E A E =~
dr-VE = (dxi+dyj+dzk) - <z®g—+]®%—+k
()

OF OE OE

Ist gleiche Formel wie fiir Skalarfelder
dr- Vo = do.
Ubung: zeige: Spur von VE ist div E.

§34 Richtungsableitung
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Wiederholung und elementare Rechnung.

Operator n - V in vielen Glgen der Physik:
Richtungsableitung in Richtung n (beliebiger Einheitsvektor).
Def fiir Skalarfeld ®

V() — i
(- V)&(7) = lim
Dies ist aber nach Def von grad

(A V)0 =1 (V).

Kartesisch, mit n = (I, m,n)7,

Also Operator
0
n-V=I[l—+m-—+n—.

Def Richtungsableitung fiir Vektorfelder

(7 V) E(7) = lim 2 1) = E(7)
h—0 h

Vektor E wird auf nichtparallelen Vektor abgebildet.
n -V auf Vektoren angewendet ist Tensoroperator.
Nur ein Fall wo man keine Tensoren braucht:

. Lo . .
(E-V)E = §grad E?> — E xrot I,

wobei E2 = E - E.

Ubung: beweise die Glg in kartesischen Koordinaten.

In der Elektrodynamik braucht man die Glg bei Alfvenwellen in Plas-
men.

Zuriick zum allgemeinen Fall:
Definiere Tensor VE durch

(- V)E =n- (VE).



Kartesisch wird dies, mit 0, = 9/0z usw.,

10, +md, + no, 0 0 E,
0 10, + m0O, + no, 0 E,
0 0

10, +mdy + no, E.

0. E, 0.5, 0.F,

(I,m,n) | O,F, O,E, O,E,

0.K, 0.F, 0.E,
Auf Transponierungssymbol 7 verzichtet.
Berechne n -V und VE in Zylinderkoord.

Dazu Zylindereinheitsvektoren durch kartesische ausgedriickt
= cos¢i—+singj,
= — Singb% + cosgzﬁj',

A~

k.

Gradient in Zylinderkoordinaten ist

D 3

N>

grad ® = 79,® + ¢r 9, + 20,P.
Schreibe
n=mn,T+ n¢QA5 +n,z,
E=FE,+ Eyp+ E.2.
Jetzt Anwendung von grad nur auf Skalare und Vektorkomponenten:
(- V)E = (- V)(E, + Ey¢p + E.2)
(- V)E, + (i - V)Eys + 2(R - V)E,
+ E, (nrﬁr + T_1n¢,8¢ + nzaz)f
+ Ey(n,0, + 1 'y +1n.0.) ¢
+ F, (nr(?r + T_1n¢8¢ + nzﬁz):?i
(1. Zeile)

r

+ - [0 + ng(—sin gb% + cos gb}) + O]

E A .
+ 7¢[0 — ng(cos @i + sin ¢j) + 0]
+ E.[0+ 0+ 0]

E. . nyE
= (L. Zeile) + 07 [0Zey
r r
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Also in Zylinderkoordinaten

. E El L
(WY)W E =7 | (- V)sB, — -2 ¢] + [( V)Ey + ”‘br +2(7-V)sE..
Hier (nur hier) sollen Subscripts v und s anzeigen:

n -V wirkt auf Vektor oder Skalar.
Dabei (n - V)4 wie oben angegeben.
Wendet man dies auf Mechanik an, dann:
Zentrifugalkraft und Corioliskraft:
geometrische Kriimmungsterme der Koord.linien.
Tensor n - V in Zylinderkoord
(R-V)s =1 'ng 0
(n-V)y=1 rln, (n-V)s 0
O O (/ﬁ/ ° V)S
Ferner
0, FE, (97~E¢ + E¢/T 0, F,
VE = T_laquT — E¢/7“ T_1(9¢E¢ T_1(9¢EZ
8ZET aZE¢ azEz

§35 V auf Dyaden

Def (Leibnizregel fiir Dyaden)

0 - - OFE OF
“(E®F)="-@F+F®—.
896( ®F) ox Wi+ LE® ox
Entsprechend fiir Summen von Dyaden.
Damit Def
~ 0T ~ 0T .~ OT
VI:Z'—_—{—] _—+]€._—7
x Yy 0z
N T ~ T ~ T
v X I — 7 X a__ ] X a__ + k X 8__
Ox Oy z

Erste Zeile: Vektor. Zweite Zeile: Dyade.
Ubung: zeige
V(@®b) =(V-a)b+ (V-b)a.
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Sei ¢ konstanter Vektor. Dann

Def

Ubung: zeige

V x VE = 0,
V- VxT=0,
V-VE = AE,
Vx(VxT)=VV-T-AT.
Ab sofort soll V nur auf unmittelbar folgenden Vektor wirken.

AuBler wenn Klammerung anderes sagt.
Ubung: zeige

(E Fy=VE-F+VF . E|

V(E x F)=VE x F —VF x E|
Ubung: zeige (Skalarfeld ®)

V(PE)=Vd® E + OVE,

V.- (OT)=Vd-T+dV-T,
VX (P®L)=VIXT+IV xT
V-(IxE)=VxE,
Vx(1xE)=EV—-1V-E

02



Beweis 3. Zeile

. (0D T
VX@DZE)x(aj ¢%)

=VOXxT+OV xT.

Beweis 4. Zeile

_Z 1><_

—VxE.

§36 Satz von Stokes fiir Dyaden
Kurvenintegral einer Dyade. Mit
dE = di-VE
macht folgendes unmittelbar Sinn:
— — B — —
EB—EA:/ dl - VE.
A

Integral entlang beliebiger Kurve von A nach B.

Also
fﬁfvﬁzo

Beweis des Satzes von Stokes bleibt richtig, wenn man ersetzt:

= 0 - OT or
tE >V xIT=ax_-—=+bx X —.
ro X1 =aX D1 332+Cx883
Also Satz von Stokes fiir Dyaden (2-Tensoren)

/ﬁasz:fﬁﬁz

Beachte: Reihenfolge ist wichtig:
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dl und T nicht vertauschbar.

§37 Satz von Gauf fiir Dyaden

Im Beweis des Gaufischen Satzes wurde gezeigt (Rechtecksséule)

/dvaEx = j[dcz- iE,.
oz

Derselbe Beweis mit U — E gibt

OF . o
= ¢di (i0E)
/ dV o j{ di-(1® F)

Ubung: fithre dies explizit durch.
Entsprechende Glgen fiir y- und z-Richtung.
Darstellung einer Dyade

T=Tni®i+Twie)+Tkek
+Tyj ®i+Too) @5+ Toaj @k
+ Tk @14 Tk ® ) + Tk k
= % @ (TH% + lej + T13]A€)
+7 @ (Tt + Taaj + Tazk)
+ k ® (Tyyi + Taoj + Tosk)
= QE+]®F+k®G.
Jede Dyade kann also als
T=i®E+joF+k®G

geschrieben werden, mit Vektorfelder E : F , G.

o4
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Damit

~ 0 ~ 0L .~ 0T
T =q¢. — S — =
VL= 8x+] y+k 0z
=i “®a—E+“®a—E+l%®8—E+
U\ ar Y Oy 0z
AQaE_: A A&E A /‘aE
= (¢ 2)8—x+(2'])a—y+( )5
~ Aﬁﬁ ~ A@ﬁ ~ A@F_:
+( Z)a—+(J-J)a—y+(J )5,
oG . ..0G . . 0G
+ (k Z)a—xﬂL(k'J)a—er(k )5
9E OF oG
0xr Oy 0Oz

Also mit (37.1)
oE OoF 0G
d T = d
/VV_ /V<(9x+(9y+8z>
:?{da-(%®ﬁ+}®ﬁ+l%®@)

~ faa-1.

Dies ist GauBlscher Satz fiir Dyaden

/dVV-I:j{dcT-I.

Ein anderer interessanter Satz folgt so:
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Multipliziere (37.1) mit i®

/dvmg—f:fz@[da (i1 ® E)]
:7{2®[(d6-§)ﬁ]
:]{(da‘.%)(%@@ )
= j{[(da-%)ﬂ ® E

:j{[da.@@%)]@ﬁi

=,

Hierbei wurde 2mal Def dyadisches Produkt verwendet.

Die akribische Klammerung gestattet 2fache dyadische Produkte:
nie wirklich 3-Tensoren (obwohl auch ~méglich und erlaubt).
Genauso fiir y- und z-Richtung (mit J® und k@)

Glgen addieren

OF OoFE .~ OF
/dV(z@——l—]@— k®—>

0 oy 0z
:j{[da-(ﬁ®%+§®3+l%®l%)}®ﬁ

:?{[dd’-l]@)ﬁ

/dvvﬁz j{dm E.

Schoner wire, wenn man auch links ® schriebe.

Ubung: zeige GauBschen Satz fiir Vektoren statt Dyaden durch - statt
iX.

Zusammenfassung;:

Zirkulationssatz (grad), GauBscher (div) und Stokesscher (rot) Satz:

Also
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Fiir Vektoren und Dyaden gilt

/dvv-z:fda-z,
/dJ-VxI:y{df-I.

Also perfekte Korrespondenz Vektor- und Tensorintegralsétze.

§38 Quellfreiheit

Wichtig fiir Magnetostatik (Multipolentwicklung):
Sei divj = 0 und 7 = 0 auflerhalb eines endlichen Bereichs.
Dann

/dgrj’(vecr) = 0.

Beweis 1. Da Vektorglg, reicht kartesischer Beweis.
Komponentenweise

/d?’rjx :/d?’r;’-%
:/d3rf-Vx

= /d?’r(j-Vx—i—xV -7)

= /d3rV - (jx)

~ ¢ an(ja)

= 0.
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Ebenso fiir j,, j.. Also &Brj =0.

Beweis 2 ist viel eleganter: mit Dyaden.
0= / Priv - j

:/fﬂvmhwyﬂﬂ

:/}mmj®m—3fd%j
= —S/d?’rj'.

Achtung: in Schwingers Buch fehlt Faktor 3.

§39 Physikalische Def von kontravarianten Tensoren

Die folgenden §§ nach Hay, Vector and Tensor Analysis.

Klassische Einfithrung von Tensoren hat sich in Biichern erhalten.
Vor allem aus der ART:

Tensoren sind Objekte, die sich bei Koord.trafo soundso verhalten.
Gegeben Koord z¢ und Koord.trafo

2 = :U’i(a:j).

Gemeint: jedes 2’/ " ist Funktion aller 2.

Also .
- oz
" J
dr” = j 5 dx’.

Betrachte Vektor _

dr' = (dz").

Trafoverhalten ,
: oxr'" .
" J
dr” = j 5 dx’.

Allgemeine Def:
Zahlentupel A’ heifit Vektor, wenn bei Koord.trafo

W N0

— OxJ
j
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Def Tensor 2. Stufe {iber IR™:
(1) quadratisches Schema T% von n? Zahlen,
(2) das sich bei Koord.trafo so transformiert

1" 19
ox" 02" .
oxk Ox!
k.l

T =

Entsprechend Tensoren hoherer Stufe.

Vektor ist dann Tensor erster Stufe.

Skalar Tensor nullter Stufe.

Genauer sind dies die kontravarianten Vektoren und Tensoren.

§40 Physikalische Def von kovarianten Tensoren

Jetzt erstmals untere Vektorindizes:
Def: Tupel A; ist kovarianter Vektor, wenn es sich so transformiert

Oz’
A=Y A

J

Zwei Anderungen gegeniiber kontravariant:

(1) z und 2’ von Nenner nach Zéhler u.u. vertauscht.

(2) Summationsindex von Nenner nach Zahler vertauscht.
Der Gradient ist ein kovarianter Vektor:

Sei ®(2') Skalarfeld. Dann

od oxd OP
ox't zJ: ox' O3

Also

oz’
/ P .
Vie =3 Ve,

J

V ist also kovarianter Vektor(operator).
Beachte, daf} in letzter Glg Index ¢ an V unten:
in Ubereinstimmung mit Def.glg kovarianter Vektor.

Allgemein
0

T ot

0;
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Merkregel: 1/oben = unten.

Det: kovarianter Tensor 2. Stufe ist
(1) Quadratschema T;;

(2) mit Trafoverhalten

Wichtig:
Skalarprodukt nur von ko- mit kontravariantem Vektor definiert.

A?EEZAﬂﬁ

Ubung: zeige: A? ist Skalar, d.h. invariant unter Koord.trafo.
Einsteinsche Summationskonvention:
taucht Index oben und unten auf, dann summiere dariiber

A? = AA

Beachte: Index kann nur 1- oder 2-mal auftreten, nicht 6fter.
Divergenz ist Skalarprodukt ko- mit kontravariant:

div A = 9; A"

Gemischt ko- und kontravariante Tensoren: kanonische Def.
Addition von Tensoren gleicher ko- und kontra Stufe.

§41 Kroneckers Delta

Kroneckers Delta ist gemischt ko-kontravarianter Tensor Stufe 2.
Beweis: fiir Orthogonalkoord gilt
o'

Ox! A
Schreibe Indizes des Kronecker Delta gleich positionsrichtig.
(Satz wird ja richtig sein...)
Sei /' = 2''(27), dann

o' B oz Ozt
or'l Ok ozl
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AuBlerdem mit Kettenregel

0 B ox! 0
o' o o' Oxl’

Also
- 01"

5; - or
B oz da*
o %ax/j
B oz dz! O
~ Oxk §g7 0!
92" oat
L)

Erinnerung: Def kontravariant

‘ or" .
" 7
dx” = Dl dx’,
J
Def kovariant i
I €T .
vi - Z o' VJ'

J
Obige Glg: 1. Faktor kontravariant bzgl , 2. Faktor kovariant bzgl ;.
Damit dies exakt wie Tensorglg aussieht, schreibt man auch

512' aﬂfﬂ 8551 k
J Ok 9yt !

und :
81’” /i
o'’ — %5
In jedem Koord.system besteht § (bzw ') aus 0 und 1.
Kronecker 9 ist Einheitstensor.
Einzig anderer Tensor mit gleichen Komponenten in allen Koord:

Total schiefsymmetrischer Tensor (0, 1, —1).

§42 Kovarianz von Glgen
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Einsteins Leitsatz:

alle physikalischen Glgen miissen Tensorglgen sein:

Nur diese lauten in allen Koord.systemen gleich.

Damit vollige Gleichheit aller Beobachter: ruhend, fahrend, fallend.

wird zu
A =)
S = Tuu
ohne additive Terme usw.

Dies nennt man (Begriffsverdopplung) Kovarianz einer Glg.
Beweis fiir Kovarianz von Tensorglg. Sei

S =Ty

Dann A A

g _ 0170 g5 _ O Or

Ox® OxP Ox OxP
Def Verjiingung eines Tensors

T =T1".

afy...
T/wﬁ...

Def Kontraktion zweier Tensoren

c.r0€a...
Sy Toag

Ubung: zeige Kovarianz von

py
St =1T".

§43 Der metrische Tensor

Zentraler Tensor der Physik.
Friiher definiert: Bogenlédnge der ¢-ten Koordinate

Gesamtbogenliange

3
d82 = Z glde’quj

i,j=1
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Schreibe jetzt besser
ds* = gi;dq'dg’ .
Vermutung: g¢;; ist kovarianter Tensor.

Bogenlange ist Skalar: koord.invariant.
Also muf} sein

ds® = gijdqidqj
Oq" Oq" | i, 4
— Z]@ a /d / d /

= gkldq’kdq’l = ds”.
Da k- und [-Komponenten unabhéngig variiert werden kénnen, muf

o = 3q'<9qjg
kl — aqk 8(]/ -

Dies ist tatsachlich Def eines kovarianten Tensors.
GauB-Riemann Geometrie auf gekriimmten Flachen.

§44 Tensoren mittels orthogonaler Koord.trafo

Bisherige Tensordef benutzt dz'/dz" |

Dies fiir Mathematiker unschon:

Tensoralgebra abhéngig von Differentialen.

Ausweg: betrachte homogene, lineare Koord.trafo: Drehungen.
i Lt

(Summationskonvention. )

Warum ist dies genug?

Def Koord.trafo: 148t Vektorldange invariant.

Also Drehung oder Translation.

Letztere einfach zu behandeln, aber nur Schreibarbeit — weglassen.

Also kein Verlust an Allgemeinheit durch linearen Ansatz.

Matrixschreibweise
—/ —
' = A7

Langeninvarianz von Vektoren

AkaAZZU = z2.

63



Also muf3
AR AL = F,

Verzichte fiir Moment auf Unterschied ko- und kontravariant:
AixiAjx; = Ok

Als Matrixprodukt
AAT =1
Genauso

AA=1

Drehung ist orthogonale Trafo. Matrizen mit

AT =A""1

heiflen orthogonal.
Zusammenfassung: Drehtrafos

o = At

mit
i Al l
ApA; = 0y,

und
AR AL = §F

bilden Gruppe der orthogonalen Trafos.
Def: Vektor o' = (v') ist Zahlentupel mit Trafoverhalten

V' = Al
Def: kontravarianter Tensor der Stufe 2 ist Quadratschema mit
T = AL AITH.
Verzichte wieder kurz auf ko-/kontra
T = AwAjTh = AnAl T = AT Aj;.

Als Matrixglg
T = ATA™.

Probleme:
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1. Wie unterscheidet man A7 und A% in Matrizschreibweise?

2. Schon bei rein kontravar Tensor treten Matrixen A und A” auf.
Daher Tensoralgebra in Physikbiichern fast nur mit Indizes.

Wie lautet Trafo von grad?

Nur Orthogonalkoord, also ohne Unterscheidung ko/kontra.

oz 0z} Oxy
Koord.trafo ist
QZ; = Ailﬂil.

Beide Seiten von links mit A;; multiplizieren, iiber ¢ summerieren
/
Ay = A Ayx) = Oy = xy,.

Also

/ T

Also (keine Summe mehr!)

8:1:k -
aa ~ A
Oben einsetzen
0P o 0P
Also P P
— = A—.
or,  Foxy,

Am Ende perfekte Index-Reihenfolge ohne 7.
Ganz ohne Miihe gehts hier aber nicht:
Statt 7 hier benutzt Bergmann 3-fach Produkt der A.
Also: Gradient ist Vektor.
Wieder die alte Frage:
Warum ist Richtungsableitung eines Vektorfelds Tensorfeld?
Kartesische Koord, also ohne Unterscheidung ko/kontra:
Sei E = (E;). Dann
/
OF; dx’;.

ox'

J

dE] =
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Behauptung: 0F;/0x’; ist Tensor.

0E, . OB
oz, — " ou!

OBy

= AAj——.

s ascl

In Zeile 1: Trafoverhalten von Vektor benutzt.
In Zeile 2: Trafoverhalten von Gradient benutzt.
Insgesamt: Trafoverhalten von Tensor.
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KAP 3: DIFFERENTIALFORMEN

§45 Vorbemerkung

Gesamte Physik wird heute mit Diff.formen dargestellt
Literatur zu Formen:
Romer, Forger: Elementare Feldtheorie
Janich: Vektoranalysis
Thirring, Mathematische Physik
Arnold: Math. Methoden klassische Mechanik
Rasband: Dynamics
Lang: Differential Manifolds (Mathe)
Sternberg: Differential Geometry (Mathe)
Im folgenden:
Vektorraum mit Skalarprodukt
Dualraum (Menge der 1-Formen)
Vektoren auf Mannigfaltigkeiten
...deren Basis 0/0z"
Differential-1-Formen auf Mannigfaltigkeiten
...deren Basis dz’
Formen und wedge-Produkt
Flachen, Volumina
Differential-n-Formen
hierhin Auflere Ableitung d
grad, div, rot mit d
Integrale
Stokes’scher Satz
Im folgenden Summationskonvention

§46 Skalarprodukt = Metrischer Tensor
Riemann 1854: invariantes Bogenelement
ds® = dr - di' = g;;dx’da’.

Ohne Kriimmung

P =F-F= gi;x'z’.

=l
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Was ist g;;7 Sei

Also
und

Fundamentaler Artikel: Ricci & Levi-Civita 1901
Lineare Koord.trafo . ‘
2’ = A",
Tensor 1" 2. Stufe (Rang 2):
Zahlenschema, das bei Koord.trafos iibergeht in

T = AL A]TH.
Erzeuge Tensor durch dyadisches Produkt von Vektoren
T = o't + d + . ..

(Tensor im IR? hat 9 Komponenten, @, b nur 6.)
Dyadisches Produkt transformiert sich wie Tensor
Koord.freie Schreibweise:

T=aQb+cRd+...

Tensoren bilden Vektorraum:
Addition, und Multiplikation mit Skalar

Def g

9ig"" = 07"
§47 Ko- und kontravariant
Def

T = gy’

z; sind kovariante, 2° kontravariante Komponenten von Z.
Vektoren haben kontravariante Komponenten
Kovariant, um Skalarprodukt ohne explizites ¢;; zu schreiben:

) o ) ) ) .
§° = gyx'y) = x'gjja) = x'y; = 27t
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Erinnerung (Ricci und Levi-Civita):

Kontravar.Koord: Parallelprojektion entlang Koord.netz.
Kovar.Koord: Orthogonalprojektion, V-Richtung der Koord.fkt.
ZB.Vr=Vya2+y>+22= ...

§48 Dualraum

Paulis Kritik: bei Projektion taucht storender Skalarfaktor auf
Besser und moderner ist folgender Zugang:

Konzept des Dualraums

Nach Thierring:

Sei V' Vektorraum mit Basis €7, ..., é,.

Elemente werden geschrieben als

Dualraum V* ist Menge aller linearen Abb.
f:V =1,

z.B. Skalarprodukt!
Schreibe Vektor immer als Spalte

=l
I
STV

Lineare Abbildung
ar + by + cz = d.

Diese Lin.Abb sei durch a, b, ¢ bestimmt (nicht d!, s.u.)
Dann Dim Dualraum = Dim Vektorraum

Obige Glg definiert parallele Ebenenenschar:

fiir jedes d eine Ebene

Vektor = Pfeil

lin.Abb = Ebenenschar

Mit

(Af + ug)(V) = M (0) + pg(v)
wird V* selbst Vektorraum
Schreibweise fiir duale Vektoren:
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Oft in Literatur auch «*
Schreibe lin.Abb als Skalarprodukt

T (T) = @ - T

Skalarprodukt nur zwischen ko- und kontravariant

Basis von V: €1, €, . ..

Basis von V*: €',&?%,... (ohne Stern)

Moderner: nur zw1schen Vektorraum und Dualraum
Basis €1, €2, €3, ... im Dualraum
Kanonische duale Basis definiert durch

é‘l( ) — 62
Satz (Beweis Ubung): orthgonale Koord.trafo

—1

&> A& oe— A6

§49 Tensoren, mathematisch

Def dyadisches Produkt (Tensorprodukt) auf Dualraum:
Seien f, g lineare Abb. V' — IR. Dann ist

(f © 9)(v,w) = f(0)g(w)

bilineare Abb V x V' — 1R.
Bilinear: linear bzgl erstem Argument

(f ® g) (M1 + Aoy, W) =
= f(MU] + Aty g (W)
= [Mf(Th) + Aaf (02)]g()
= A f(01)g(W) + Ao f(02) g(w)
= M (f ® 9)(01, W) + Ao (f ® g) (02, W).
Menge aller f ® g wieder Vektorraum (Addition, Skalarmult.)
Def dyadisches Produkt (Tensorprodukt) von Vektor und linearer Abb:

Seien v und g gegeben.
Dann fiir alle f und @ bilineare Abb definiert durch

(0@ g)(f, @) = [(0)g(w).
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Def: Tensor ist multilineare Abb.
Vix. . xV'xVx...xV—=1R.

Tensorstufe = Zahl der Argumente.
Seien S, T :V x ... x V — IR Tensoren von Rang m, n.
Def Tensorprodukt

(S @T) (0, ..., Ty W1y ) = S(T1s s T )T (W, - . . ,10).

Tensorprodukt zweier Vektoren ist dyadisches Produkt
Entsprechend Produkte von gemischt ko-kontravar Tensoren
® ist bilinear, assoziativ, distributiv, aber nicht kommutativ
Menge der Tensoren aller Rénge mit ® ist Tensoralgebra
Jeder Tensor darstellbar als

T=Tléewd®. 06aR¢...

In der Physik meist Koordinatendarstellung TZ];I
In der Mathematik meist algebraisches (ndmlich multilinear) Objekt
T.

§50 Tensorverjiingung

Je mit einer ko- und kontravarianten Komponente
7.B. 3-Tensor

*

QU @ W

£

T =

Dann ist die 13-Verjiingung der 1-Tensor (Linearform)
T = ii*(0)7".

Die Verjiingung eines gemischten 2-Tensors ist wichtig

T=T/(e'®e) =T/E) =T/ =T.

Ist Spur des Tensors.
Ubung: zeige wieder: Kroneckertensor

(5]el®e‘7—el®e

andert sich bei Koordinatentrafo nicht.
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§51 Tensorkontraktion

Seien (zur Einfachheit ohne Summe)

Dann sind mogliche Kontraktionen
Uy " () Uy ® W,

Uy " (W) Uy ® .

Man mufl angeben, welche Position mit welcher.
Schreibweise: In Physik S : T; in Mathematik als Abb

is: T —ig(T)=S:T.

§52 Metrik. Skalarprodukt
Pseudoeuklidisch = Vektorraum mit symmetrischer Bilinearform
g:VxV—=1R

Definiert Abstand
Darf wie in SRT negativ sein

g heifit metrischer Tensor, g(v,w) Skalarprodukt
Drehungen sind lineare Abb ¢ : V' — V, fiir die gilt

9((Z), 9(9)) = g(Z,9)
Koordinatendarstellung des metrischen Tensors
g=gije @€
Zu jedem kontravarianten Vektor gehort kovarianter Vektor
Vi = gijUi
Oder abstrakt
V-V

U= TU
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wird definiert durch (/ beliebig)
TU(W) = g(7, W)

Einfacher

S
I

NS
<y

§53 Dualraum abstrakt

Sei V' Vektorraum, seien u,v € V und o, € Rund sei f : V — R
lineare Abbildung

flou+ pv) = af(u) + Bf(v)
Definiere f&g¢g und «.f durch
(f&g)(u) = f(u) + g(u),
(a.f)(u) = af(u)

Alle Terme auf der rechten Seite sind aus IR, also wohldefiniert
Ersetze im folgenden natiirlich & und . durch + und -
Durch dieses + und - ist ein Vektorraum definiert: Dualraum V*

V*=A{f|f:V — R, f linear, +, -}
Also
flutv) = f(u)+ f(v),
(f&g)(u) = f(u) + g(u).

Damit kann man bilineares Skalarprodukt < .,. > definieren

< fyu>= f(u).

Tensoren:
Sei 0 : V x V — IR bilinear und symmetrisch.
Also linear bzgl jedes der beiden Eintrage
Man schreibt 0 € V* x V*
o in der Physik:
klassische Mechanik: euklidische Norm
SRT: Minkowskimetrik diag(1,1,1—1)
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ART: metrischer Tensor g,
o1 + 09 wie oben
Problem

0=0-0(0,v) =0(0,v) # o(u,0) =0-0(u,0) =0
Definiere also Tensorprodukt
V@V *=V*"xV*mod{oc =0}

Diese Subtilitét fast nur in Mathebiichern aufgedeckt
Sei also 0 : V x V — R bilinear und symmetrisch
Name dafiir in Physik: o ist Metrik

Definiere lineare Abb ¥ : V' — V* durch

< X(u),v >= o(u,v).

Entsprechend X7, falls ¥ ein Isomorphismus ist
Was ¥, X! machen nennt man in Physik:
Herauf- und Herabziehen von Indizes

§54 Basis

Sei ¢ bilinear und symmetrisch
Dann heifit {e; € V'} Orthonormalbasis, wenn

Z(@i, Gj) = 51]

Satz: Basis existiert
Beweis: symmetrische Matrizen haben reelle Eigenwerte
Basisdarstellung;:
u = ule, = ule; + uley
Beachte: kein — bel ¢4
Beachte: Vektorkomponenten (kontravariant): Index oben
Basisvektoren Vektorraum: Index unten
Umgekehrt im Dualraum

§55 Tangentialraum von Mannigfaltigkeiten

Nach Rasband
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Auf Vektorraum: Basis e
Physik nicht auf Vektorraum, sondern Mannigfaltigkeit
Verbindung: Vektorraum ist Tangentialraum an Mannigfaltigkeit
Dualraum ist Kotangentialraum
Tangentialraum an einem Punkt der Mannigfaltigkeit ist:
Menge aller Tangentialvektoren an alle Kurven durch den Punkt
Was ist Mannigfaltigkeit M7
Es gibt Karten offener Umgebungen U:
diff.bare Abb ¢ von U auf offene Menge des IR"
¢: U — R" mit P+— ¢(P) = (x1,29,...,2,)
Bildlich: Koordinatennetz auf gekriimmter Fléache
x; heiflen Koordinaten
Nenne Urbild von (x1,...,2,) in M auch z
Kurve in M ist dann z(¢) mit t € R
Tangente an Kurve ist v = dx/dt
Kein Vektorpfeil auf x: ist Punkt, nicht Vektor
Sei f: M — IR diff.bare Funktion
Schreibe
O(f)=v-Vf
Diese Formel definiert V
Statt wie bisher dy schreibe hier Oy
Zur Unterscheidung von duflerer Ableitung d (spéter)
Setze f in Klammer um hervorzuheben: 0 ist lineare Abb
Wie berechnet man den Ausdruck?

d
05(f) = i
t—

S (1))
wobei z(t) Kurve mit Tagente o/
U= dl’/dﬂt:o

Also Ableitung von f entlang o
Idee: identifiziere Vektor v mit Operator Oy
Tangentenvektor = Ableitung entlang Kurve = Richtungsableitung

§56 Basis des Tangentialraums von Mannigfaltigkeiten

Weiter nach Rasband
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In kartesischen Karten-Koordinaten wird daraus

Of
Os(f)=v-Vf=v'—=
(N=5-Vf=vL
Wenn wir v mit 0y identifizieren, dann
. 9
‘e, =U=0; =1 —
v'e; =10 Vo

Also sind die Er 0; eine Basis!
Zusammenfassuxng:
Wenn z; kartesische Koordinaten der Mannigfaltigkeit
dann 0/0z" Basis des Tantentialraums!
Wie lautet Zusammenhang zwischen €; und 0;7
Fiir kartesische Basis gilt ¢; = 517 €;. Also

. . 0 0

€ = (9@. = 53% = 8562
Vergleiche mit Def der Einheitsvektoren in der ersten Mechanikstunde!
Vektor = Kurventangente = Richtungsableitungen (von Funktion)
Ersteres (“Vektor”) hat Basis €;
Letzteres (“Richtunsableitung”) hat Basis 0;
Mittleres (“Kurventangente” [KT]) ist Verbindungsglied der beiden
Merke also

U=1'€;

Vektorkomponenten erhélt man so:
Setze Koordinatenfunktionen a fiir f ein:

O5(2") = v 02" = Ujd?- =X

Tangentialraum an einen Punkt x nennt man T'M,
Man stellt sich vor, dass x dazugehort

Die Vereinigung aller T'M,, ist T'M

Menge aller Tangentialrdume enthéalt dann M

§57 Kotangentialraum von Mannigfaltigkeiten

Sei M wieder Mannigfaltigkeit
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Vektoren  (Algebra) sind  Tangentenvektoren —an  Kurven
(Diff.geometrie)

Was sind Kovektoren, also Elemente des Dualraums geometrisch?
Antwort: totales Differential von Funktion f: M — IR

Denn df ist linear und bildet Vektoren (aus T'M) auf IR ab
Formel fiir Tangentialvektoren

X(f)=v-Vf

Dasselbe schreibe jetzt als

O5(f) = v- V[ =df(0)

Rechte Seite bedeutet:

dndere U bei gleichbleibendem f

Jede Funktion f definiert also einen linearen Kovektor df:
Dieser bildet Vektoren ¢ auf reelle Zahlen ab
Zusammenfassung:

Vektor (€ T'M,)ist Richtungsableitungsoperator 0z(.)
“(.)” steht fiir Funktion f: M — R

Kovektor (€ T*M,) ist totales Differential df(.)

“(.)” steht fiir Vektor ¢ aus T'M,

§58 Differential-1-Formen

Nach Arnold

Kovektoren nennt man auch 1-Formen

Nochmals: wenn es Skalarprodukt gibt,

dann sind Vektoren und 1-Formen (Kovektoren) isomorph
Auf Mannigfaltigkeit: Differential-1-Form

Differential-1-Form ist totales Differential einer Funktion

Sei x(t) : R — M Kurve mit 2(0) = 2 und Tangente #(0) = «
Beachte: entgegen Arnold muss x kein Vektor sein

Dann ist Def totales Differential

. d
df () = at
t=0

(1))

Ist Abb TM, — IR
Differential-1-Form ist lineare Abb TM — IR
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Néamlich df an jedem Punkt x

Sehr ungewohnt:

Auf Mannigfaltigkeit {ibernimmt dx; Rolle von x; auf Vektorraum:
Ist (i) 1-Form (linear) und (ii) ergibt Vektorkomponente

‘dﬂ?l(ﬁ) = U1 ‘

§59 Gradient

Zusammenhang Gradient mit 1-Form nach obiger Def

df (V) =0- V[ =0zf
Rechtes = ist klassische Def des Gradienten
Linkes = ist Standpunkt von Differential-1-Formen

§60 Basis des Kotangentialraums von Mannigfaltigkeiten

Als Vorbereitung: fiir Vektorraum V ist {x;} eine Basis!
Wobei z; Koordinatenfunktionen sind: z;(u%) = u;

Genau dies ist mit Achsenaufschrift z1, xo, 3 gemeint:

x; steht fiir Komponente u; jedes Vektors « in ¢-Richtung

Was ist natiirliche Basis des Kotangentialraums?

Antwort: {dz'}, wobei die z’ die Koordinaten(funktionen) sind
Denn:

1. Sei ¢; Basis des Tangentialraums. Dann ist

1> ? 9 1 1
dx (ej):aéj(iv):%(@“):d

J

Es wurde benutzt: Def von Kovektoren df und
Formel fiir Basisvektoren des Tangentialraums
2. Sei ¥ beliebiger Vektor, w beliebiger Kovektor
Sei w; = w(€;). Dann ist
w(?) = w(v'€) = v'w(é)) = wiv' = wivjéj- = wivjdxi(e}) = widxi(vje_j'-) = widz' (V)
Also ist
w = w;dx'

also bilden die dz’ Basis des Dualraums
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§61 k-Formen

Entwickelt von Grassmann und Cartan

“Form” = lin.Abb.

Betrachte also nur komplett kovariante Tensoren
Dafir T

Def dufieres Produkt zweier kovar.Vektoren

VAN =0"Qu —w u”

Hier ® dyadisches Produkt
Def dufleres Produkt dreier kovar.Vektoren: total antisymmetrisch

CANTATG =0" 0" 0" —d"u" 0" — " i @d”
T+ RUW QU+ U @U@V —uT T eu”

Allgemein (Rang S ist p, Rang T ist q)
1 :
SANL = ol Z sign(m)m (S ® 1)

wobei m = Permutation
Gemeint ist: 7 aller p + ¢ Vektoren in S ® T’
Identische Definition

(’(71*/\.../\177”*)(711,...,11,71) :det(ﬁ;*ﬁj)

det = Determinante

Heilt schiefsymmetrisch (skew symmetric)
Alternierende kovariante 2-Tensoren heilen 2-Formen
Auch Schreibweise mit Skalarprodukt moéglich

(@ Ab)(0,0) =T (@ Ab) - @
Vektorraum der 2-Formen wird aufgespannt durch Basis
e neé’

mit ¢ < j. Damit

m(g, - eV E )" — v™(E,, - V) (E" - E,)uw"
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In der zweiten Zeile Def dyadisches Produkt benutzt

In der vierten Zeile Def duale Basis benutzt

Die letzte Zeile ist die von v, w aufgespannte Flache in der ¢5-Ebene
Allgemein: k-Formen messen k-dimensionale Volumen

Denn Formen sind Determinante

Und Determinanten messen Volumen

Jacobideterminante bei Variablensubstitution

Also Vektoranalysis und Integrationstheorie mit Differentialformen
Ubergehe Details von A: assoziativ usw

Zusammenfassung (alles nochmal, nun nach Rasband)

Sei V' Vektorraum. Dann ist k-Form

(i) Abbildung V x V x ... x V — R (k direkte Produkte)

(ii) linear in jedem Argument

(iii) alternierend

Also k-Form schiefsymmetrischer kovarianter Tensor

Nochmals Bedeutung von alternierend:

—

Satz (Ubung): alternierend ¢+ antisymmetrisch unter jedem paarwei-
sen Vertauschen von Argumenten:

w(@,....b,....¢....d)=—-w(@, ...,c.. . b...d
Satz (Ubung): k-Formen bilden (bei jedem festen k) Vektorraum

§62 Zweiformen als Flédchen

Jetzt Kapitel 7 aus Arnold: Differentialformen

Was sind Zweiformen? Antwort: Flchen

Betrachte zwei Vektoren @ = (a,b) und ¥ = (¢, d) der Ebene
Flache des von ihnen aufgespannten Parallelogramms

A(u,v) = |(a,b) x (¢,d)| = ad — be
Ist alternierend

AW, 1) = |(c,d) X (a,b)| = c¢b— da = —(ad — bc) = —A(v, W)
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und linear im ersten Argument

A()\luﬁ + Aoti3, 17) = ()\1&1 + )\Qag)d — ()\151 + )\ng)c
= )\1(a1d — blC) + )\Q(agd — bQC)
= MA(U) + A2 A(ts)

Also wegen alternierend auch bilinear

Also ist Fldachenfunktion A eine 2-Form!

Ubung: schreibe A mit A

Ubung: zeige: im IR? ist die auf irgendeine Koordinatenebene proji-
zierte Fliache des von zwei Vektoren aufgespannten Parallelogramms
eine 2-Form

Spatprodukt: das von 3 Vektoren im IR® aufgespannte Volumen
Spatprodukt ist Determinante der Vektorkomponenten
Determinante ist linear bzgl jeder Spalte und alternierend

Also ist Volumen eine 3-Form

1-Formen sind Léngen, 2-Formen Flachen, 3-Formen Volumen

§63 Spatprodukt als Dreiform

Im IR? mit Skalarprodukt (und nur hier) gibt es folgende 3-Form
Wi (0,0, W) = (i@ x T) -0

Nochmals: ist 3-Form weil

(i) bildet Vektoren auf IR ab

(ii) ist linear in jedem Eintrag

(iii) ist alternierend

Gesamte Physik benutzt diese 3-Form:

sie beschreibt Fluss von Vektorfeld @ durch Flache @ x v

Geht also in Kontinuitédtsglg und alle Erhaltungssétze ein

Beachte, dass Volumen Vorzeichen hat (Einfluss vs Ausfluss)

Im IR® mit Skalarprodukt kann jedem Vektorfeld @

kanonische 1-Form und 2-Form zugeordnet werden

(1)

SIS

U

QL

w

£l
I

] (i % 7)
§64 Basis fiir k-Formen
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Koordinatenfunktionen {z;} bilden Vektorraumbasis

Die x; sind also 1-Formen!

Denn sie bilden Vektoren auf Zahlen ab (“Komponenten”)

und sind linear

Natiirliche Basis der 2-Formen im IR? ist also x1 A To, 1 N\ T3, To N\ T3
Dies sind die auf 3-, 2-, 1-Richtung projizierten Flachen

des von zwei Vektoren aufgespannten Parallelogramms:

Projektion der Parallelogrammflache auf x;2x9-Ebene

Uy M 0
(ﬁXU),%: U V9 0 = U1V — U911
Uus Vs 1

= 21(U)22(V) — z2(t0) 21 (V) =

= (3;‘1 AN :192)(17, 17)

Natiirliche Basis der k-Formen im IR" sind also:
k-Hyperflachen(elemente)

§65 Differentialformen

Nach Rasband

Die dz' bilden Basis von 1-Formen

und A macht hohere Formen

Also ist dxq A ... A dxj, Basis von k-Formen

Sei €; Vektorraumbasis und {dz'} zugehérige Dualraumbasis
Also dz'(€;) = 6}

Sei w? 2-Form und w;; = w*(€;, €;)

(Benutze hochgestellte Zahl fiir Rang der Form)

Dann ist

1 . .
w? = §wij dx' A dx’

Beweis: Ubung (direktes Nachrechnen)
Beachte Faktor 1/2
Er kompensiert Faktor 2, der aufgrund der Definition

TN =0"Qu" —u"@u"

entsteht
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Sei w” eine k-Form und sei

k — — —
Wiyig..d, — W (€i1; €igy e vy eik)
Dann ist ]
c_uk = E Witig...ig dx" Ndx” N ... N dx'

Beweis: Ubung (direktes Nachrechnen)

§66 Epsilon-Form

Auch epsilon-Tensor genannt
Sei €1, ..., €, Orthonormalbasis eines Vektorraums
Def

—

2261/\.../\6_)”

Satz (Ubung): Dieser Tensor ist invariant unter Drehungen

§67 Sternoperator

Sehr wichtig, sehr seltsam

Sei V' ein n-dim Vektorraum

Sei w Form mit Rang k

Sternoperator ist linearer Isomorphismus

von Rang-k auf Rang-(n — k) Formen

Forderung k < n

Definiere Abb * durch folgende Tabelle (fiir Beispiel IR?)

(€1 Ney Nesg) =1

x(€1 N\ €3) = €3

x(€y N\ €3) = €]

x(€1 N\ €3) = —é3
x(€1) = €3 N €3
*(€y) = —€] N €3
*(€3) = €1 N\ €y
x(1) = €1 N ey N\ é;

* ist also bis auf Vorzeichen sein eigenes Inverses
Da * linear, schreibt man *(w) = *w
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Allgemeine Def des Sternoperators (beliebige Basis):
Vollstédndige Kontraktion einer Form mit e-Form

* =T ¢

Beachte: - bedeutet hier mehrere Index-Summationen
Beachte: zum Kontrahieren muss ggf Metrik g benutzt werden
Wichtig fiir Vektoranalysis:

U X W= *(U A W)

§68 Integration von Formen

Betrachte irgendeine Kurve C' in der Mannigfaltigkeit
Integration einer Differential-1-Form w! entlang C: > w!(#)
Dabei u infinitesimaler Tangentenvektoren an C

Die Summanden sind reelle Zahlen, Summe also wohldefiniert
Entsprechend: k-Form wird iiber k-dim Hyperfliche integriert
Volumenelement der Hyperflache:

wird aufgespannt durch k& Vektoren des Tangentialraums
Waihle diese Vektoren infinitesimal kurz

Integral der Form ist dann reelle Summe iiber:

Form angewandt auf Vektoren, die Volumenelement aufspannen
Statt Def des “Randes” einer Hyperflache:

Wir begniigen uns mit der Anschauung

§69 Auflere Ableitung

Sei V Vektorraum mit Basis €1, ..., &, Sei 7 = z'¢;
Sei e!, ..., e" die duale Kobasis

Sei f:V — IR eine diff.bare Funktion

Def dufleres Differential einer Funktion: Gradient

Sei

ein Kovektor, also 1-Form
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Def duferes Differential einer 1-Form
dv = dv; N e’ = (Ov;)e' N ¢

Alsodv=V Av
Sei

j k
w=uwjr e Ne

2-Form
Def dufferes Differential einer 2-Form

1 .
dw = §dw‘jk AelA ek
1 . .
= 5 (Owjr)e' N Aet
d erhoht Rang um 1
Ubung: zeige fiir 1-Formen wy, 4 und 2-Formen wo, 5

d(wy + 1) = dwy + duy,

d(ws + v9) = dwy + dus,

d(wi Avp) = (dwl) A vy —wi Ady,
)
)

d(dw:
(dCUQ

§70 Zweifache duére Ableitung

Satz: Sei w eine Differentialform. Dann ist d(dw) = 0

Beweisidee: dd symmetrischer Operator, w alternierend. Kontraktion
=0

Beweis: Ubung

Die Aussage dd = 0 ist dquivalent zu den Aussagen

rot grad = 0 und div rot =0

§71 Satz von Stokes

Es gilt der sogenannte Stokes’sche Satz fiir Differentialformen

/w:/dw.
Oc c
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d ist duBlere Ableitung,

w ist eine Differential-k-Form,

c ist k + 1-dim Hyperfldche (sonst kénnte man nicht integrieren),
Oc ist k-dim Rand von c.

Beweis dhnlich wie fiir Satz von Gaufl und Stokes fiir div und rot:
Beweis:

(i) k Vektoren spannen Parallelepiped auf.

Mache alle Vektoren infinitesimal kurz.

Volumenintegral der Form iiber Parallelepiped ist Zahl x Volumen
Hyperflachenintegral iiber Rand des Parallelepipeds:
Taylorreihenentwicklung der Form: 0. Ordnung hebt sich bei Rand-
umlauf.

1. Ordnung gibt gerade dw iiber Rand integriert, wie im Satz.
Diese Rechnung vollig analog zu der fiir div und rot!

(ii) Finites Parallelepiped kann in infinitesimale zerlegt werden.
Innere Randbeitrage heben sich weg.

Bleibt nur Integral des Differentials der Form iiber dufleren Rand.
Jénich: damit wird Satz von Stokes zu “truism”.

(iii) Jeder finite konvexe Polyeder kann in Simplices zerlegt werden.
Es gibt Diffeomorphismus von Parallelepiped auf Simplex.

Damit gilt der Satz fiir Polyeder.

Details: Arnold S. 189-193.

§72 Vektoranalysis nach Arnold

Gegeben IR? mit Skalarprodukt. Sonst geht nichts.

Sei d ein Vektorfeld, f eine Funktion.

a und f haben nichts miteinander zu tun.

Wir erinnern an die kanonische 1- und 2-Form eines Vektorfeldes:

—

wi(id) = a- i
— G

w3 (1, )

(U x ¥)
und an die kanonische 1-Form einer Funktion
df’ (@) = grad f - i
Mit der kanonischen 1-Form eines Vektorfeldes schreibt sich dies

df’(w) = grad f - i = wéradf(ﬁ)'
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Man definiert nun div und rot durch

(duw) (i, V)

v
(dw3) (T, T, , @)

otd- (U xv) = wfota»(ﬁ, ),

r v
(diva) 4 - (U x @) = (diva) (dxy A dxo A dxs) (U, U, 7).

Der Mittelteil hat nichts mit Formen zu tun.

Er wurde hier nur zur Wiederholung der Rechenvorschrift gegeben.
Die eigentliche Definition sind jeweils der erste und letzte Term.
Dadurch werden in den letzten dre: Glgen grad, div, rot definiert.

§73 Integralsitze nach Arnold

IR? mit Skalarprodukt!

Vektoren du, dv, dii spannen Volumenzelle dV auf.
Rand-Flachen-Integration bzw Rand-Linien-Integration:

je drei Moglichkeiten:

du X dv, du x dw, dv x dw sowie du, dv, dw

Um Symbolismus der Randintegrale gering zu halten
verwende generisches Flachenelement ds = du x dv

(kann auch di x dv oder dv X dw sein)

verwende generisches Linienelement dl = dii

(kann auch dv' oder dw sein)

V., S, L stehen fiir irgendein Volumen, eine Flache, eine Linie
Randintegral bezeichnen wir wie iiblich mit ¢

Die Rechnung ist von div iiber rot nach grad am einfachsten.
Verwende “U” um Ubersetzung Vektoranalysis <+ Formen anzuzeigen.
“St” steht fiir Satz von Stokes.
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Divergenz: Satz von Gaufl

/divc’i av

|4

div @ di - (di x di)

S

||

dw?(di, dv, dib)

Il

|
Q
CI)\S\ 03&@\ <\e\ <\ <\
o
£
U
S

2y
—~
.
\’Ql
Q.
L

Q
Q.
0y

Rotation: Satz von Stokes

/rotc_i-d

Wy
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Gradient: Zirkulationssatz

/gradf-df:/gradf-dﬁ

L L
U [ ao(a)
/
il f2lar
= f(y) — f(2).

Beachte, dass f eine Nullform ist, keine echte Differentialform.
Kann also nicht mehr integriert werden.
Kann nur an den Rédndern genommen werden.

Der Rand ist 0L = {z,y}.
§74 Vektoranalysis nach Romer & Forger

euklidischer IR”.

O-Formen: Skalarfelder

1-Formen: (Polar-)Vektorfelder (3-Tupel; Richtungspfeil)

2-Formen: Pseudo-Vektorfelder (antisymmetrische 3 x 3 Matrixen;
Drehachse)

3-Formen: Pseudo-Skalarfelder (Volumenelement; Vorzeichenwechsel
bei Spieg.)

Sei €; der Raum der i-Formen auf R>.

Dann sind

grad :Q 5 Q,
rot ZQl i) QQ —*> Ql,
div IQl i) QQ i} Qg —*> Qo,

Operatoren fiir Skalar- und Polarvektorfelder.

Ubung: konstruiere die 3 Operatoren auf Pseudoskalar- und Pseudo-
vektorfeldern.

sei A ein Polarvektor. Dann

rot A = *de,
div A = xdx* A.
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Beweis

Und

xdx A = %(V A xA)
= (V&' AxA;e?)
= V;A; % (&' Axe?)
=V, Ay % (€T A x€) + V; Ay % (€7 A %E7) + V,; Az (€7 A %)
= ViA % (" NEPNEY) =V Ay (E"NETNEP) + ViAsx (ENEL A E?)
— V(A6 + A0 + A36%) x (P nE? A é?)
= VA"

Schreibe dies kompakter auch mit Kodifferential
0 = xdx*
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§75 Diracs Deltafunktion

Neues Kapitel, ohne eigene Uberschrift.

Deltafkt erst um 1930 eingefiihrt.

Gebraucht hiatte man sie schon immer:
Verallgemeinerung des Kronecker Delta auf x € IR.
Def Deltafunktion §(z) (auswendig)

fla) = [ " def(@)6(x — a).

e.¢]

Integralgrenzen im folgenden weglassen: immer —oo und oo.
Setze f =1

1:/dx5(:c—a).

/ dyd(y) = 1.

0-Fkt ist einzelne Spitze, Flache darunter ist 1.
Mathematisch exakt: Distribution, nicht Fkt.
d ist eindeutig definiert durch (i)

fla) = [ " 4w (2)3(x — a)

oo

Substitution y = x — a:

und (ii)

Alternative Def

(i,a) 6(x —a) = 0 fir x # a.

(i,b) [7° dxé(z) = 1.

(ii) 6(x) = 0(—x).

Wichtig: Einheit der Fkt §(z) ist Einheit von 1/x.
Rechenregeln (Beweis Ubung)
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§76 Dirac- und Stufenfunktion

Es folgt einfach (Ubung)

/ " dys(y) = Oa),

—00

mit O(x < 0) =0 und O(x > 0) = 1.
Heavisidesche Sprungfkt.
Also ist ©® Stammfunktion von ¢, also formal

d(z) = %@(az)

Spitze ist also Ableitung des Sprungs.

§77 Dreidimensionale /-Fkt

Ist definiert durch
f@ = [ s

und
o(7) = §(—1).
Ubung: zeige fiir 7= (x,y, 2)7, daB
0(7) = 6(x)d(y)d(2).

Damit kann man diskrete Ladungstrager ¢; an Orten r;
...als kontinuierliche Ladungsdichte (Ladung/Volumen) schreiben

p(r) = 2%5(77— ri)-

§78 Deltafkt und Gauf3ftkt

Deltafkt ist Grenzwert der Gauf3verteilung.

GauBlkurve |

v

exp(—2?/0?).

f(ZC,O') -
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Esist f(z,0) = f(—z,0) und

Somit

§79 Deltafkt und Fourierintegral

Wichtigste Darstellung der §-Fkt ist
1 > 1kx
dz) = — dke'™™ .

T or 50

Dabei ist gemeint

d(x) = lim i/ dke™*®.
a—o0 27 J_,

Math. Deutung: e** = cos(kx) + isin(kz).
Bei a — oo heben sich + und — Halbwelle in fast allen sin und cos.
Also Integral fast iiberall 0.
Aber Singularitit bei z = 0: [* dk = 2a — oc.
Phys. Deutung: d-Puls setzt sich aus Schwingungen
...aller Wellenléingen A = 27 /k zusammen.
Fiir Rechnungen einfacher ist folgende dquivalente Darstellung

1 [~ .
6(z) = limd.(z) = lim — / dle’F eIk,

e—0 e—0 277 50

Faktor e~/*l unterdriickt Integranden fiir k — 400, wie zuvor a.
Spaltet man Integral in Intervalle [—oo, 0] und [0, co] auf, findet man

1 1

Ubung: fithre die Integration durch.
Ubung: zeige, da §, fiir ¢ — 0 Eigenschaften der 6-Fkt hat.

93



Ist Lorentzresonanzkurve.

Der lim darf strikt nur ausgefiithrt werden nach Integration iiber 9.
Direktes Rechnen mit singulédrer -Fkt klappt aber immer.
Dreidimensionale -Fkt

tkx+ily+imz

dk

— d3k zkr
BRCLE /_oo ’

§80 Deltafkt und Greensfkt

dl dm e

0(7) = d(x)o(y)o

Wichtige Anwendung der d-Fkt: Greensfkt.
Beispiel aus der Mechanik: harmonische Schwingung ohne Reibung.

mi(t) + kx(t) = 0.

Auslenkung = einer Masse m an Feder mit Federkonstante k.
AuBlere Anregungskraft F'(t) (falls periodisch: Resonanz moglich)

mi(t) + kx(t) = [m% + k} z(t) = F(t).

Fiir jede Fkt F(¢) miifite man DGL neu lésen.
Trick: 16se stattdessen ein- fiir allemal

2
[m% + k:] Gt —t)=6(t—1).
Deutung: bei t = t’ wird Pendel schlagartig angestoen (6 = 00);
danach ganz sich selbst iiberlassen (6 = 0).

Man konnte hier noch ¢ = 0 setzen, weiter unten aber nicht mehr.
G(t — t') heiit Greensfkt.

(Nach Mathematiker Green; daher Jackson: Green function).
Wichtiges Konzept der modernen Physik.

Integriere in letzter Glg links und rechts iiber dt'F(t')

/_ h dt' F(t') [mj—z + k] Gt—t)= /_ h d'F(E)5(t —t') = F(t).

0 0

Ziehe links [ dt'F(t') durch [...]-Operator:
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letzterer hat nur ¢, und ¢’ ist unabhéngige Variable

[m;l—; + k] U_OO dt' F((G(t —t")| = F(t).

(0. ¢]

Dies ist aber gerade die zu losende DGL. Also

x(t) = / dt' F(tG(t —t).
Beachte: t' = 0 nicht moglich, ¢’ ist vollwertige Variable.
Was ist gewonnen?

Wenn G(t — t') einmal bekannt ist,

... dann fiir alle F' Lsg der Schwingungsglg aus letzter Glg.
Diese besteht nur noch aus Integration, ist keine DGL mehr.
Achtung: Greensfkt geht nur fiir lineare DGL.

§81 Deltafkt und Laplaceoperator

Laplaceoperator in Kugelkoordinaten: zuvor gezeigt

1 10?2 1
A-=——|(r—-| =0.
r  ror? (TT)
Dies nur fiir » # 0.
Jetzt fur r = 0.

Betrachte infinit Kugel um Ursprung.
Forme Volumenintegral iiber Kugel mit Gauflschem Satz um

/CZVA1 = /dVV- <V1>
T T
o)
r
L7

1
= —ﬁ da
4 2
= — W; = —4r.
r

Skalar da: Kugelflichenelement. r auf Kugelfliche konstant.
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Ubung: diese Rechnung fiir beliebiges infinit Volumen statt Kugel.

Also firr —= 0 .
/d3rA— = —A4rx
r

1:/@%&&.
/dSTA% = —4w/d3r5(F).

Also (Details zu Int.volumen...) fiir r — 0

3-d Deltatkt

Also

Al = —47mi(r).
r

Diese Glg stimmt aber fiir alle r:
Ar~t =0 fiir r # 0.
Also gilt iiberall .
A; = —47'('(5(7’)
In der Elektrodynamik:
Abstand zwischen Ladungsort ¥/ und Feldmef3punkt 7

1
Ay = A= 7).

|7 — T
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KAP 4: ELEKTROSTATIK IM VAKUUM

§82 SI und Gauf3sche Einheiten

Diese Vorlesung in SI-Einheiten, auch die Relativitétstheorie.
Manche Biicher zur E-Dynamik stattdessen Gaufische Einheiten.
QED im Heaviside-System: wird hier nicht betrachtet.

1. Coulombkraft
SI: neue Fundamentaleinheit fiir Ladung: Coulomb

Coulombsches Gesetz
L 919

5 -

GauB} (G): Driicke Ldg durch cm, s, g aus.
Coulombsches Gesetz hier

|F| =

= q142
F|=—/7=.
l ‘ 7“%2

Also erste Umrechnungsregel

1
€0

(SI) < 47 (G).

2. Lorentzkraft

Nach Ampere wird jedes Magnetfeld von bewegter Ladung erzeugt.
Magnetismus hat also keine neue Einheit.

Zweite Umrechnungsregel ist nur Konvention:

Lorentzkraft in SI

F =q(E+ ¥ x B).
Lorentzkraft in Gaufl
F = q(E + ¢ X é)
c
Also zweite Regel
B

B (SI) < = (Q).

C

Ebenso fiir Vektorpotential A.
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3. Lichtgeschwindigkeit

Verschiedene Einheiten fiir Magnetfeld in SI und G.
In SI expliziter Faktor .

In G kein Faktor (bzw Vakuumlichtgeschwindigkeit c).
Da es keine mag Ldgen gibt, ist pg festgelegt:
Zusammenhang ¢, g, ¢ lautet

copo (S1) € 5 (G).

Durch diese 3 Regeln Ubergang SI <> G grofiteils festgelegt.
Ubung: es fehlt Ubergang l_j, H. Formuliere diesen.
Beachte: in Gauf keinerlei ¢y und py.

Reine Lehre: in SI kein ¢, nur ¢y und py.

§83 Phinomenologie

Ladung

+ und —.

Ladung ist gequantelt.

Ladung ist erhalten.

Einheit: SI. Ladungseinheit 1 Coulomb.

Ldg ist neue Grofle, wird nicht auf Mechanik zuriickgefiihrt.
Aber: ganze E-Dynamik nur eine neue Einheit: C.

Elektromagnetismus

Coulomb und Cavendish: elektrisches Kraftgesetz.
Oersted: elektrischer Strom lenkt Magnetnadel ab.
Ampere: Magnetfelder stammen von bewegten Ladungen.
Faraday: bewegte Magneten erzeugen elektrische Strome.
Maxwell: Elektromagnetismus.

Hertz: elektromagnetische Wellen.

Einstein: Relativitdtstheorie.

Feldtheorie
Streit Korpuskel (Newton) vs Wellen (Huygens).
Faraday: Existenz von elmag Feldern, um Fernwirkung zu vermeiden.

Elmag Strahlung durch beschleunigte Ladungen.
bis 1905: Trager der Felder und Wellen: Ather. Einstein...
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1925: Welle-Teilchendualismus.
1950: zweite Quantisierung: von Feldern.

Konventionen

El Feld zeigt von + zu — Ladung.

El Feld startet auf + und endet in — Ladung (oder in o).
+ Ldgen laufen in Feldrichtung, — Ldgen dagegen.
Aufpunkt (wo man Feld, Potential usw. mifit): 7.
Quellpunkt (fiir das Feld verantwortliche Ladungen): 7.
Referenzpunkt ®(r = oo) = 0 fiir Potential.

Leiter und Isolatoren

Idealer Leiter (conductor) hat oo viele freie Ladungstréiger.

Néamlich freie Elektronen.

Atomriimpfe fest im Kristallgitter.

Elektron-Bewegung erscheint auch als Gegenbewegung positiver Ldg.
Isolator: keine freien Ladungen.

Aber Versatz Atomrumpf-Elektronenwolke im el Feld:

Polarisation. Daher Isolator = Dielektrikum.

8§84 Was ist Elektrostatik?

Unverédnderliche Ladungsverteilungen.

Nichts fliefit: keine Strome.

Berechne elektrisches Feld an Nadelspitzen usw.

Konzept der Punktldgen: wie Massenpunkte in Mechanik.
Aber Ldg — 0 physikalisch nicht moglich.

§85 Das Coulombsche Gesetz

Seien ¢1, go Punktldgen bei 77, 75.
El Kraft I} auf ¢; aufgrund von ¢

- 1 1 — T
F )
! 47T€0q1 |F1— _’23
Dabei 1
=10""¢,
4deg
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mit Vakuumlichtgeschwindigkeit c.
¢o heifit Permeabilitdt des Vakuums.
Kraft F, auf ¢ aufgrund von g¢;:

Fy=—F.

Bei mehr als 2 Ldgen: el Kréfte addieren sich vektoriell.
Superpositionsprinzip.

Coulombsches Gesetz = Newtonsches Gesetz:

Zentralkraft, actio = reactio, 7~ 2-Abfall.

Coulombsches Gesetz gilt nur im Vakuum.

Gilt nicht in Medien mit Suszeptibilitat: gilt nicht in Dielektrika.

§86 Elektrisches Feld

Def Probeldg: ¢ (idealisiert) verschwindend klein:

kein Einflufl auf bestehende el Felder.

Vgl Thermometer: mufl verschwindende Wérmekapazitat haben.
Sei ¢ Probe-Punktldg am Ort 7.

Def el Feld E bei 7

wobei I Kraft auf q ist.

MefBvorschrift: mache ¢ immer kleiner, bis F /q konstant wird.
E ist Vektorfeld.

El Feld E(7) aufgrund einer Ldg ¢; am Ort 7;:

- 1 F— T
E() = - .
(7) 47‘(‘60%|77—7:;"3

Elektrisches Feld aufgrund von Ldgen ¢; an Orten 77:

n —

= 1 r—T;
E - 11> -2
(F) 47T€()Zq|7“—7“¢‘3

1=1

Kontinuierliche Ldgsverteilung: mit Ladungsdichte p,

(1) = lim
p(F) = Jim 7

Ldgsinhalt Aqg des infinit Volumens AV,
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El Feld aufgrund Ladungsdichte p(7)

B 1 i
E(F) = &r' p(F) ——=. 86.1
1) == [ oI (56.1)

Auch (86.1) heifit Coulombsches Gesetz.

§87 Raumwinkel

Def Bogenwinkel: Kreissegment / Kreisradius.

Def Raumwinkel: Oberflichenelement Sphére / (Sphérenradius)?.
Sei S geschlossene Fliche im IR?.

Sei O Bezugspunkt innerhalb S.

Sei dd ein infinitesimales Oberflichenelement von S.

(Infinit Fldche ist planar, hat also eindeutige Normale.)

Sei 7 Vektor von O nach da.

dad nimmt von O aus gesehen Raumwinkel ein

da -7
Q) = ——.

r

Beachte Projektionsfaktor cos# im Skalarprodukt.
Raumwinkel hat hiernach Vorzeichen!

§88 Gaullsches Gesetz: Integralform

Unterscheide GauBschen Satz (theorem) und Gaufisches Gesetz (law).
Ist alternative Bestimmungsglg fiir E.

Ist erster Bestandteil der Maxwellglgen.

Ist identisch zu Coulombschem Gesetz.

Sei ¢ Punktldg im Ursprung, mit el Feld

1 q.
=T,
Arreq 2

E =

mit Verbindungsvektor 7 von Ldg zu Feldpunkt (spater 77— ).
Geschlossene Fliche S um gq.
Sei 7 Vektor von ¢ zu Oberflachenelement da.
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Sei E el Feld bei d@. Dann

1
9t da
4d7eg 2

1
= d).
41eg d

j{dﬁ-ﬁz d fd@:i
g 4dmeg €0

Denn geschlossene Flache nimmt bzgl innerem Punkt {2 = 47 ein.
Ubung: was wird hieraus, wenn 7 mehrfach S kreuzt?

In der Glg taucht 7 nicht auf:

Glg ist korrekt fiir Ldg an jedem Ort innerhalb S.

Summiere iiber alle Ldgen in V' (von S umschlossenes Vol).
Dann Gesamtfeld (wird nicht vom bisherigen E unterschieden)

E.dd =

Also

L]
%dd’- E=— [ d&rp(). (88.1)
S € Jv

Ist GauBlsches Gesetz in integraler Form.

Vergleiche mit (86.1).

Dreierlei ging in Herleitung ein:
Coulombgesetz: 1/r? (Raumwinkel)
Zentralkraft: 7 (Raumwinkel)
Vektoraddition von Kréften: [ d®r (Gesamtfeld)

8§89 Gauflsches Gesetz: Differentialform

Gaufischer Satz (reine Mathematik) lautet:

fda.E:/d?’rdivE.
S Vv

Auf vorige Glg angewendet:

- 1
/ drdivE = — [ d*rp(¥).
14 € Jv

Da V beliebig, muf3
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Gauflsches Gesetz in differentieller Form.

Grundgesetz der Elektrostatik:

Besser handhabbar als Coulombsches Gesetz.

Aber identisch mit diesem.

Ubung: zeige, dafl Feld einer Kugel im Aufienraum = Punktladungs-
feld.

§90 Elektrisches Potential

Coulombsches Gesetz = Newtonsches Grav.gesetz.
Also el Potential = Grav.potential.
Punktldg ¢ bei 7'

Beachte: V bezieht sich nur auf 7, nicht auf 7.
Entsprechend fiir Ladungsverteilung:

4dmeg —
1 1
- _ d3 ! (= v
47T€0/ rp) |7 — 7|

In vorletzter Zeile benutzt, dafl V nur auf » wirkt.
7' ist unabhingige Variable.

El Potential
(I)(?:‘) 1 /d37,/ p(f”)

" dre |7 — 7|

Fiir Punktldg ¢ bei 7’
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Def Spannung U: ®-Differenz zweier Pkte
U = &9 — &y.

§91 Kondensatoren

Def Kondensator nach Sommerfeld:
(1) Zwei benachbarte Leiter beliebiger Gestalt.

Def benachbart: Abstand kleiner als Abmessung.
(ii) Mit Ldgen ¢ und —gq.
Idee: el Feld vor allem zwischen Leitern, kaum nach oc.
Also el Feld in Kondensator gespeichert.
Jeder Leiter auf einem Potential.
Also eindeutige Spannung im Kondensator:
7.B. Plattenkondensator: Plattenabstand d. E' konstant.
Also

d
U:/ dzeE = Ed.
0

Gauflsches Gesetz: Ldg +¢ auf Platten mit Flache A.
Details: Ubung; gibt

2q
E = :
2A€0
Also d
q
U=——.
AE()
Def Kapazitiat C' = ¢q/U, dann
AGO
C=—.
d

Ubung: Berechne Kapazitiit des Kugelkondensators.

§92 Feld einer Sphire und Kugel

Ubung: bestimme el Feld einer homogen geladenen Sphire im Auflen-
und Innenraum durch direkte Integration des Coulombschen Gesetzes
(fiir Potential oder Feld; mit Cosinussatz; Achtung bei Vorzeichen).
Ubung: genauso Feld der homogen geladenen Kugel.

Drei Wege, um Potentiale und Felder zu berechnen:
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(1) Coulombsches Gesetz (wie in Ubung; intuitiv)

(2) Gaufisches Gesetz (einfachste Rechnung)

(3) Poissonsche Glg (Lsg einer DGL mit Randbedg)
Beispiel zu (2): Feld der Sphéire mit Gaufischem Gesetz.
Wegen Kugelsymmetrie E = EF.

Sphére mit Ldg ¢ soll Radius 1 haben.
GauBscher Satz mit (gedachter) Integrationssphére S bei r > 1

- 1
%dﬁ- E =4nr’E(r) = 4_= drp(7).
S € cJv
Geladene Sphéare hat Auflenfeld, als séfle Ldg im Zentrum:

— q R
E(r)=———r.
) 47Teor2r

Fiir » < 1 wird keine Ldg umschlossen, also

4rr*E(r) =0 s E(r)=0

Innenraum feldfrei!
Beispiel zu (3): FlieBbach S. 51.

§93 Ldgen auf Leiterinnenseiten

Elektronen stoflen sich ab.

Warum gehen sie an Leiteroberflache, statt Volumen auszufiillen?
Fehlschluf3: in der letzteren Konfiguration steckt mehr Energie.
Betrachte Pkt.ldg ¢ bei r = 0:

Ldg dq wird (z.B. radial) von oo bis r herangebracht.

El Arbeit . g L od
r qaq
AW = dg [ L - - 9%

47reoq q/T r2  dmey T

Arbeit um Kugel mit Radius r von 0 auf ¢ von r = oo aufzuladen:
Vorstellung: die schon aufgebrachte Ldg ¢’ als Pkt.ldg im Zentrum,

1 1 [ 1 q?
4 _/JM: 3
TEYT Jo 4mey 2r

Beispiel (Maxwell): 2 konzentrische Sphéren mit Radius 1 und r > 1.
Leitend miteinander verbunden (Draht), zunéchst ungeladen.

W:
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Ldg ¢ wird von r = oo aufgebracht.

Wie verteilt sie sich auf die beiden Sphéren?

Sei ¢; Ldg der inneren Sphére. Aufladearbeit
1 g

471'60 2

Arbeit um duflere Sphére auf ¢ — ¢; zu laden, wenn innere nicht da

1 (¢g—q)*
Arey  2r

Extraarbeit um auflere auf ¢ — ¢ zu laden, wenn innere schon auf ¢

1qq—Q1
Areg 1 r

Beachte, daB hier kein 1/2 (siehe Def Arbeit oben).
Also Gesamtarbeit

1 —q)? —
_ 2+ G—a)  , a-0
8meg r
1 2 2
pu— —_— 1 .
Smeor [q +ai(r )]

Jedes System sucht Zustand niedrigster Energie:

geleistete Arbeit = gespeicherte Energie mufl minimal sein.

Also ¢ = 0: alle Ldg sitzt auf der dufleren Kugel.

Ubung: Vgl mit el Arbeit, um endlich dicken Kugelmantel homogen
zu laden.

Ubung (Cambridge): Anderung der Potenz im Coulombschen Gesetz.

§94 Feld in Leitern

1. E = 0 in Leitern:

Gébe es Feld, wiirden freie Ldgen sich umlagern bis Feld = 0.
Genauer: lege dufleres Feld an Leiter.

+ Ldgen laufen in Feldrichtung, — Ldgen dagegen.

An gegeniiberliegenden Oberflichen sammeln sich 4+ vs — Ldgen an.
Erzeugen ein dem &dufleren entgegengesetztes Feld.

Flachenldgen werden induziert, bis internes Feld externes aufhebt.
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2.E=0—-0=divE = pey, also p = 0 im Leiter.
Einzige freie Ldg in Leitern auf dessen Oberfliche.

3. Potential im ganzen Leiter konstant (auch in Ellipsoiden usw.)
o
O(75) — O(17) = / dl - E = 0.
&

4. E 1 Leiteroberfliche.
Sonst wiirden Kréfte Ldgen entlang Oberflache treiben.

§95 Elektrische Arbeit

Sei dI Linienelement auf Weg (Kurve) im IR®.
Arbeit W, um Ldg ¢ im el Feld von A nach B zu bringen

B—»—»
W:/ dl - F
A

B

:q/ i E
A

B —
= —q/ dl - grad

A
B
= —q / dd
A
= q((I)A — (I)B)
Arbeit im Gradientenfeld ist wegunabhéngig
0=q(Ps—Pa)

=q7{df-ﬁ
:q/dd’-rotﬁ.

Stokesscher Integralsatz in 2. Zeile benutzt.
Aus 3. Zeile folgt rot £ = 0, da da beliebig.

§96 El Feld ist wirbelfrei

E hat 3 Komponenten, div E = p/ey (GauB) ist 1 skalare Glg.
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Also weitere Glg nétig fiir E.

Satz: Vektorfeld (nahezu) eindeutig festgelegt durch sein div und rot.
Ubung: warum nur nahezu?

Coulombsches Gesetz (Vektorglg) legt E vollig fest.

Gauflsches Gesetz hat Coulombsches nicht ausgeschopft.

Aus Coulombschem Gesetz folgt

E = —grad .

Also
rot £ = 0.

Damit Grundglgen der Elektrostatik

div E = 4
€0

und
rot £ = 0.

Sind zusammen &quivalent zum Coulombschen Gesetz.

§97 Dipolfeld

Zwei Ldgen ¢, —q (¢ > 0) seien durch Vektor d getrennt.
Konvention: d zeigt von —q zu q.

Sei 7/ Mittelpunkt zwischen Ldgen.

Also —q bei 7' — d/2.

Sei d — 0,qg — oo so dafl gd endlich.

Potential gesucht.

(I)(F):4q (—» —»,1 7 = -’/1 7 )
meo \ |7 — (7' +d/2)| |7~ (7' — dJ2)|

B q 1 1
Ameo \ |F— 7' +d/2| |F—7"—d/2|)

Nach Def von grad ist dies
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Mit

folgt

q d-(F—7")

() = )
() drey |7 — 7|3

p= qcf heiffit Dipolmoment.

Ladungspotential fillt mit »~!, Dipolpotential mit 72
Beachte: bei Sorgfalt kein +£Problem.

Ubung: zeige: Feld eines bei 7’ zentrierten Dipols ist

S 1 3n(p-n)—p
E =
(7) dreg  |F—T73
wobei Lo
A F—T
n =
=T

Def Dipolmoment einer Ladungsverteilung

= /d?’r'F’p(F').

Ubung: wie dndert sich  bei Verschiebung des Ursprungs?

§98 Multipolentwicklung der Energie

Gegeben unbeeinflulbares duferes Potential @ (7).
In dieses wird Ladungsverteilung p(7) eingebracht.
Energie des Systems

1

W = §/d3r’p(77')<b(77’).

Annahme: ® nahezu konstant auf Anderungsskala von p.
Kartesische Koordinaten.
Taylorreihenentwicklung um beliebigen (...) Nullpunkt

=/ /8(1)
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Benutze E = —Vo,

d(7') = ©(0) — ;x;EZ(O) — 5; j T &L‘g 0 -
Trick: ® ist dufleres Potential.
Also sind die erzeugenden Ldgen “auflen,” also
OF;

V' .- FE = - =0.

Ziehe von oben ab
0FE;

~ 6 ~ O]

mit 7> = 37, 2. Dann

44 2

weg. Einsetzen in W,

W= @(0)/d3r’p ZE /d3r’p (7!
- _ZZ axZ .

OE;
- Z Ei(0)p; — 6 Z Z a—xi‘o@j-

Lasse

Hierbei poliert

Det Quadrupolmoment
Qij = /dgr'p(F’)(?)xéx; — 7“'252-]-).

Ist Tensor. Koordinatenfreie Def

Q= /dgr'p(f")(?)F' @7 —r1).
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§99 Allgemeine Multipolentwicklung

In Jackson nur als Ubung (vgl FlieBbach, Kapitel 12).
Lokalisierte Ladungsvertellung p(7") bei r’ & 0.
Gesucht: Feld bei 77 mit r > r/.

Taylorreihe von 1/|7 — 7”|.

Zum Training erst eindimensional:

Entwickle 1/|x — /| um z fir |2/| < |z|.

Subtil: Entwicklung um z, nicht um 2’ = 0.

Beachte Term x — 2/ — o = —2a/.
Dreidimensional. Hilfsrechnung.
Kartesische Koordinaten x1, x9, x3 statt z,y, 2

Oxjr  Oxj\/o? + 23+ 23 r3’

Also
0o o1 0 T; r30z;/0x; — 3rx;x;

Ox; 0x;r COx 13 r6

2
SI'Z'ZEJ' — T 5@'

i
Also (verzichte auf Tensorschreibweise; stattdessen kartesisch)

1

T )
1 0 01
1 r / 1 3$iZE’j—T25iJ‘ I

:;+ﬁ r+§z 5 ;T + .
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In Potentialformel einsetzen

dmeg®(F) = /d3 e

1 —
:;/d?’?"/p(??’)—l—ﬁ-/dgr'??/p

1 3xixj_r25z’j 3
Fy R [

—

p-T

p(r")

Y]

g und p wie oben eingefiihrt.

Der letzte Term wird noch umgeformt. Es ist

2 2 2
E 28, = (245 Ha'y)

ij

Also Symmetriebeziehung

Z(Bxiajj 26w =

Also

Aeqd(

Also

ij

!

) =

=

e

2

= Z(Baz;x;

12

=7rr

ij

I

T p(r

(7

(') + ZBa:x]

N+ ...

' (z]4-a3+23)

12
. — T 5Z])I’Z$]

/d37“' wip(F) 4

12
= Z r (51‘]‘1’2‘[13]'.

ij

q+p7“ xx]/d?"Sx':c —285)p(F") + . ..
o) = [T BT T
Ameg |r 13 21> ’

mit Quadrupoltensor

Zwei Vorteile obiger Symmetrieumformung;:

(1) In Glg fiir ® taucht nur z;x;, kein J;; auf.

(2) Tensor Q ist spurfrei (Ubung).
Aber noch unschon: Ladungswolke in Nahe des Nullpunkts.

Kann jetzt (sonst konfuse Rechnung) verschoben werden,

1(F—F’)-Q-(F—F’)+

(I)(F) - —*/‘5

1

q

5 (77

Q(7) = / &r' (37 @ 7' — 1) p(7).

41eg

|7 = 7|

+

—

r—r

/‘3
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Nun besser in g, p, @ Int.variable r” einfiihren.
Zusammenfassung:_Potentialentwicklung nach Momenten:
q Ldg (Skalar),

p Dipolmoment (Vektor),

@ Quadrupolmoment (Tensor).

§100 Ladungsschicht

Betrachte Flache mit Flachenelement Aa.
Def Fldachenladungdichte
Aq

o= lim —.
Aa—0 ACL

Lege Pillendose in die Fléche:

Zylinder mit Durchmesser infinit von 1. Ordnung,
... und Hohe infinit von 2. Ordnung.

E und o auf Boden und Deckel konstant.

Beitrag von Winden vernachléssigbar.

Sei Deckel “2”, Boden “1”.

Gauflsches Gesetz

|
j{dﬁ- E== [ &@rp(7).
S € Jv

Links: (EQ — El) - da.

Rechts: . q
— [ &rp(F) = g_ 7%
€ Jv €0 €0

Also mit da = dan

(Ey— E)) - nvda = Zda,
€0
oder -
(Ey — Ey)-n=—.
€0

Sprungbedingung fiir E durch Ladungsschicht:

Unstetigkeit in Normalkomponente von E.

Ubung: zeige, daf8 Tangentialkomponente von E stetig ist.

Ubung: Potentialformel fiir Flichendichte. Zeige, dafl Potential iiberall
stetig (sprungfrei) ist.
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§101 Dipolschicht

Betrachte beliebige Flédche S.

An jedem Flachenpunkt Dipol beliebiger Starke (Ladungstrennung
d(r") — 0).

Dipolachse = Fldchennormale.

Alle Dipole gleiche Ausrichtung.

Sei o(7") Flachendichte der + (oder —) Ldgen.

Heift Dipolschicht.

Potentialberechnung. Sei D = od.

Weg 1: Flichenintegral iiber Einzeldipole: Ubung.

Weg 2: Differenz der Potentiale der + und — Ladungsflachen.

1 1 1
B(7) = o [ dao(r) ___ _
ey Jg 7= 7" —d/2| |F—7"+d/2|
1 - 1
d P d -V
47T€0/ ao(i") <\F F’\)
/D —*l —»‘/ V/
7T€0 \F—F’|
/D ") da'- (r—7")
47T60 ]r—r’]?)

= — D(r")dS2
471'60/5 (T)

Siehe Abb. 1.7 in Jackson fiir diesen Raumwinkel.
Also fir D = const

Also Potential innerhalb einer geschlossenen Dipolschicht

o=-2,
€0
Behauptung: Potentialsprung beim Durchqueren jeder Dipolschicht.
Auch von offenen!
Begriindung: 7 sei in infinit Abstand von Doppelschicht.
Pillendose in Doppelschicht, 7 auf Mittelachse.
Gesamtpotential stammt von Ldgen in Pillendose und Rest.
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Pillendose erscheint von 7 als Halbebene mit Raumwinkel 27.
Beim Durchgang durch Pillendose: Raumwinkel 27 — —27.
Also Potentialsprung —D/2¢y — D /2¢y beim Durchgang.
Raumwinkel der restlichen Doppelschicht stetig bei Durchgang.

Also Potentialsprung

D
by — O = —.
€0
Vergleiche mit Feldsprung bei Durchgang durch Ladungsschicht:

(By—E)-n=2.
€0

Ist wegen E = —grad ® und D = od dieselbe Formel.
Details der Rechnung mit Pillendose in Jackson.
P&P nur knapp: Raumwinkel einer offenen Fliache springt um 4
... bei Durchfahren der Fléache.
Zusammenfassung:
Sprung von E, an Ladungsschicht.
Sprung von ® an Dipolschicht.
Ubung: zeige:
Stetiges ® an Ladungsschicht.
Stetiges £, = —0®/0n an Dipolschicht!

§102 Poisson- und Laplacegleichung

Bisher gezeigt

divE = ﬁ,
€0
E= —grad P.
Also Poissongleichung
AD =L
€0

A = div grad : Laplaceoperator.
Im ladungsfreien Raum gilt Laplacegleichung

AP = 0.

So auch fiir Gravitationsfelder.
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Ubung: leite Poissonglg fiir Massenverteilung ab, wenn Newtonsches
Gravitationsgesetz gilt.
Fiir Punktldg bei 7/

S, q 1
() = )
() Ameg |77 — 77|

Ladungsdichte der Punktldg

o) = a3(7 =)

A( ! ) — 4 — ).

Gl

Also

Rein mathematische Glg.
Wurde in Vektoranalysis bewiesen.

§103 Greenscher Satz

Ist Konsequenz des Gaufischen Satzes

/d?’fr*divff:j{dc?ff.
1% S

Setze

A=0VVU
mit beliebigen Skalarfeldern ®, W.
Es gilt

V- (dVVY) = PAV + VO - VU,
Nach Def Gradient ist

. ov
Hier 0/0n Ableitung entlang Flichennormale 7.
Also
he A= o vu = o2%,
on

Einsetzen in Gauflschen Satz

/ &Pr(PAV + VP - V) = ]{ a2,
174 S 8n
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Setze

A = UV

mit denselben ®, .
Gauflscher Satz fiir A’ gibt, mit obigen Umformungen

/ &Pr(VAD 4+ VU - V) = j{da\llﬁ—(b.
v S 8n

Abziehen

o 9P
3 J— e _ JES—
/Vd r(®AT — UAP) fi da <<I> 5 v an> .

Hei3t Greenscher Satz: reine Mathematik.
Beachte: kein dd rechts.

§104 Potential aus Potentialrandbedingungen

Oben hergeleitet

B(F) = — / a2

" dre 17— 7|

V=R’

In vielen praktischen Problemen Metall- oder Isolatorflichen.
Metalloberfliche = Aquipot.flichen.

Bestimme ¢ in V aus ¢ auf Randfliche OV und p in V.
Mache aus Poisson DGL mittels Greenschem Satz Integralglg.
Belasse ¢ allgemein, und setze speziell

1 1
V= =
-7 R

Poissonglg

Ab =L

€0
plus rein mathematische Glg.

A( ! ) — _drS(F— ).

|7 = 7|
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Benenne im Greenschen Satz Int.variable d*r, da um in d*r’, da'.

')

/V & <—47r<1>(F’)6(F— ') + pe(o - ) - fg dd’ (@% - %%) .

Liegt 7 innerhalb V', dann

1 p(7") 1 7{ J(1/R)  0d
b _ 3,/ _ ) — .
(7) 47reg /Vd . ' Arm Jg da on’ Ron/

(104.1)

Vergleiche mit bisherigem

D7) = — /V o 20

" Adreg |7 — 7'

Glg (104.1) geht darin iiber, wenn
(i) Fldche S ins Unendliche riickt und
(ii) el Feld auf S stérker als mit 1/R abfillt.

§105 Randwerte nach Dirichlet, Neumann und Cauchy

Sei p =0 in ganz V.

Dann nach (104.1) ® in V' durch ® und 0®/9n auf S bestimmt.
Vorgabe von ® auf Flédchen: Dirichlet-Randwertproblem.

Vorgabe von 9®/9dn auf Flichen: Neumann-Randwertproblem.
Vorgabe von ® und 0®/0n auf Flachen: Cauchy-Randwertproblem.

§106 Eindeutigkeit der Dirichlet oder Neumann Lésung

Subtil: Jackson zeigt in Abschnitt 1.9 (Details direkt von dort):
Fiir die Poissonglg:
Dirichlet- oder Neumann-Randwerte reichen fiir eindeutige Lsg aus.
Cauchy-Randwerte geben keine Losung: zu viel am Rand gefordert.
Beweis: zeige mittels erster Greenscher Identitét:
Lsg ist bei Verwendung von Dirichlet oder Neumann schon eindeutig.
Gibt man Dirichlet und Neumann-Randbdg vor:

x zu viel spezifiziert

x Dirichlet und Neumann unvertréaglich
— Benutze in (104.1) entweder Dirichlet- oder Neumann-Randwerte.
All dies nochmal subtiler fiir offene Fléchen.
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Zusammenfassung: Elektrostatik =
Lsg der Poissonglg entweder mit Dirichet oder Neumann-Randbdg.

§107 Greensche Funktion der Poissonglg

1. Ansatz
Zentrale Technik der theoretischen Physik.
Erinnerung:
V- E=ple,
E=-Vo,

gibt Poissonglg

AD(r) = —p(r) /0.
Problem: muf fiir jedes p(7) neu gelost werden.
Lose stattdessen Greensfktproblem

AG(F — 7') = —4rd(F — 7).

(ADb sofort Konvention: —47 auf rechter Seite.)
Was hilft dies bei Lsg der allgemeinen Glg?
Integriere links und rechts iiber ﬁeo [ &' p(7"),

1
4meg

/dgr’p(F’)AG(F— ) = /dST’p(F')é(F— ') = —@.

Schiebe links —— [ d®/p(7") durch A, (unabhingige Variable r, 7’
47eg

/d?’r'p(f")G(F— 7 = —@.

€0

41eg

1
41eg

A

Vergleich mit Poissonglg gibt als deren allgemeine Lsg

() = — / & (PG — 7).

4meg

D.h.: Potential ® einer beliebigen Ladungsverteilung p:
aus einfacher Integration, wenn Greenstkt G bekannt.

2. Bestimmung von G
Sei zur Einfachheit #' = 0: wird am Ende wieder eingefiihrt.
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Trick seit Fourier: suche nicht GG, sondern deren Fouriertrafo g.

1 > N\ ik
(%)3/ Bk g(k)e™T.
Konventionen:

(1) sonst Fkt im Ortsraum kleingeschrieben, im Impulsraum grof.

(2) V27 oder 27
(3) ik - 7.
Benutze Darstellung der §-Fkt

1 o© 7
2\ d3 zk-r.
) = /_ ke
Einsetzen in AG = —47)

1 31. (1 E 1 X iR

G(F) =

Also (Ortogonahté)t der harmonischen Fkten...)

—

/ Elg(k)Ae* ™ = / Blg(k)(—k2)e*T = —4r / BT

oo

mit k2 =k - k. Also

- 41
g(k) = 72
Somit . - .
— 3 ik
G(7) 272/_ d kﬁe

Da Skalar k* (wie sonst r?) auftaucht, empfehlen sich:
Kugelkoord im k-Raum.
Nenne sie (abstrakt) k, 6, ¢.
Volumenelement
d®k — k? sin 0dkdOdo.

Lege Polarachse des Kugelkoord.systems in 7-Richtung.
Dann ist k- 7= krcosf und

2
G(7) / dk— / df sin fe'Fr cost / do
27T2 0
S / dk / df sin fe’*r st
™ Jo 0
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Sei = cos#, also dz/df = —sinf, oder df sinf = —dx,
1 0 1 )
mﬂ:—/c%/dmmm
T Jo -1
1 o0 e ikr

tkr _ —
_ _/ B
T Jo vkr

2 [ sin(kr)

= — d(k
T Jo (kr) kr
:3 Oodysiny
wr 0 y
1
o

Dabei benutzt: e*" = cos(kr) + isin(kr); und Integraltafel.
Jetzt wieder 7 — 7 — 7. Ergebnis

1
A — —4rb(7 — 7).

=

Zum zweitenmal hergeleitet.
Zusammenfassung: Greensftkt der Poissonglg lautet

§108 Nichteindeutigkeit der Greensfkt

Neben —=; erfiillen andere Fkten G die Glg

=

Namlich mit Ansatz

folgt trivial

Alle F' die dies erfiillen konnen zur Greenstkt addiert werden.
Benutze G(7,7') statt = im Integral (104.1)

=
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Wihle F(7,7") auf Randfliche so, dafl Dirichlet oder Neumann.
Dank F' tritt obige Inkonsistenz in (104.1) nicht mehr auf.
Zusammenfassung:

Elektrostatik als Sommerfeldsche Summationsaufgabe:

Lsg der Poissonglg mit Greenschem Int.satz oder Greenscher Fkt.

§109 Elektrostatische Energie

Arbeit, um Teilchen ¢ von oo nach 7; zu bringen
...im el Potential anderer Teilchen

qi qj
4 41eg ; |75 — 7]

Heift auch potentielle Energie.
Bringe i-te Ldg ins Feld von vorhandenen ¢ — 1 Ldgen, usw:
Gesamte potentielle Energie von n Teilchen ist

1 ¢iq;
47T€QZZ|T_’%—T_’}’
=1 j7<t
8mey = |7 — 7|
1=1 j#i

Kontinuierliche Ladungsverteilungen

87‘(‘60 F f’ '

Ziehe die unendliche Selbstenergie von 7 = 7’ einfach ab.
Ubung: berechne Selbstenergie einer Punktldg.

Wie bekannt
(I)(T—,»): 1 /d3/p()

A7eg |7 — 7|

W =

W =

Also
1

W = §/d37“<1>(77)p(77).
Benutze Poissonglg.

AD =L
€
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Also
W = —E/d?’frCI)( P AD (7).

Partielle Integration (Ubung)
W= /d?’rV(D( 7) - VO(7).

Dabei ®(00) = 0 gesetzt.
El Feld £ = —V®, also

W = %0 / BrE(F) - E(F).

Energie des el Feldes: Feld wird zu physikalischer Grofie.
Energiedichte [J/m?]

e(r) = FIE®”

§110 Kapazitit

Gegeben n Leiter mit Potentialen ®;, Ldgen g;.
Empirisch: Ldgen und Potentiale héngen linear voneinander ab.
Def Kapazitédten Cj;:

n
QZ:ZCij(I)j; izl,...,n.
Potentielle Energie (v; Volumen des i-ten Leiters)

W= [ dre@pm
- %Z/ d*ri®(7) p(7;)
= —ZCID / d3fr’zp (75)
= — (I)i%
1 n n
- §chijq)iq)ﬂ”

i=1 j=1
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KAP 5: ELEKTROSTATISCHE RANDWERTPROBLEME

§111 Problem

Lsg von DGLen bei gegebenen Randbdgen:
Leiter und Dielektrika im el Feld:
Ldgen verteilen sich so um, dafl Randbedgen erfiillt.
Theorie der elliptischen partiellen DGLen. Methoden:
(1) Spiegelldgen
(2) orthogonale Funktionen
(3) Funktionentheorie, konforme Abb (nur 2d)

§112 Methode der Spiegelladungen

Anwendbar bei Problemen mit hoher Symmetrie.

Ist Lsg.trick der Poissonglg in Gegenwart von Aquipot.flichen.
Aufgabe: Pkt.ldg vor geschlossener Aquipot.fliche. Bestimme ®.
Die Flache kann auch erst bei oo schlielen: Ebene.

Idee von Kelvin: Erfinde Ldgen im Auflenraum der Fliche so daf:
Feld der Ldgen Innen+Auflenraum =

Feld Ldg Innen in Gegenwart Aquipot.flichen.

Ldg g vor Wand (Randbdg ® = 0) <+ Ldgen ¢, —q ohne Wand.

§113 Spiegelldgen beim rechten Winkel

X . X

(cd) . (a)

B’
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Gegeben zwei leitende Halbebenen OA und OB.

Stoflen im rechten Winkel aneinander.

Gegeben Ldg x irgendwo in Quadrant OAB.

(a) Spiegelung an O A, Spiegelldg —zx:

stellt Randbdg auf OA sicher.

(b) Spiegelung an OB, Spiegelldg —x:

stellt sicher, da OB Aquipot.fliche.

Aber —z von (a) stort diese Randbgd.

(¢) Trick: spiegle —x von (a) an OB’: Spiegelldg x.
Damit (b) erledigt: OB ist Aquipot.fliche.

(d) Zuriick zu (a): Aquipot OA zerstoért durch —x von (b).
Wie in (c): spiegle —x von (b) an OA’: Spiegelldg =.
Elementargeometrie: dieses x am selben Ort wie x aus c.
Also 3 Spiegelldgen nétig, mit Gesamtldg —zx.

§114 Influenz: Punktladung vor geerdeter Metallkugel

Metallkugel mit Radius R, Mittelpunkt im Koord.ursprung.
Erdung = leitende Verbindung mit oo ferner Oberfliche mit V' = 0.
oEdA (Kugelsymmetrie): Punktldg ¢ auf z-Achse, in (X, 0,0).
Sei X > R. Nur relative Langen © = X/R.
Kelvin (1847) findet: eine Spiegelldg reicht.
Aus Symmetriegriinden muf sie auf z-Achse liegen: (2, 0,0).
Muf} sein 2’ < 1. In diesem Bereich will man Feld nicht kennen.
Potential der echten plus Spiegelldg (7 = r usw.)

/

q q
D(r) = :
() AmegR|rr — x| i dregR|rr — o'z

Randbdg auf Kugel

o(|f] = 1) = 0.
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Also nach Multiplikation mit 47eyR

0=—2 4+ 9
ir—zxz| |F— 2z
q q
\/1—2$f T) + 22 \/1—2.7: 3) + 2
q Q/x

Also ist Potential, das Randbedg auf Kugel erfiillt

~ q 1 1
H(7) — — .
(7) Areg R (\rf —xz| |arr — i\)

Gauflsches Gesetz fiir Pillendose in Kugelflache

(By— Ey) -7 = 2.
€0

Hier “2”7 Auflenseite, “1” Innenseite der Kugel. Also
o=¢(Lr2— Er1),

mit £, Radialkomponente von E.
Kugelinneres feldfrei, £ = 0.

Nach Def Potential
€0 0P
— ET = —_—— —
¢~ 052 R or|,_,
Kurze Rechnung gibt, mit s = 1/r und 7 - & = cos ",
q s — 83
4 R? (1 — 2s cosy + s2)3/2

o= —

Auf Kugeloberflache entsteht Gegenldg zu gq.
Heifit Influenzldg (englisch induced charge).

Ist konzentriert auf Verbindungslinie Kugelmittelpunkt mit q.
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Ldg so verteilt, dafl Feldlinien = Kraftlinien 1 Kugel:

Sonst Ldgsverschiebung in Kugelfldche.

Gesamtldg auf Kugel aus Integration von (114.1) ist ¢’ (nicht q).
Ubung: zeige, daB dies auch aus GauBschem Gesetz folgt.

q wird von Kugel angezogen und umgekehrt.

Kraft aus Coulombschem Gesetz mit ¢ und ¢'.

Deutung;:

e~ kann Metalloberflache trotz Abstoffung anderer e~ nicht verlassen.
Verlaft e~ Metall, entsteht dort anziehende Influenzldg.

§115 Influenz: Punktladung vor isolierter Metallkugel

Welches Feld, wenn beliebige Ldg ¢y auf isolierter Kugel?
Isolierung im Gegensatz zur Erdung:

Kugelldg qq ist vor und nach Influenz dieselbe.

Trick: lineare Superposition von Potentialen.

Schritt 1: Erdung der Kugel.

Nach vorigem § induziert Ldg ¢ dann ¢'.

Alle Feldlinien senkrecht auf Kugel, keine Kréfte in Fléache.
Schritt 2: Unterbreche Erdung, bringe von auflen Ldg ¢y — ¢’ auf.
Beachte |go — ¢'| > |qo]-

Kugel hat und hatte Ldg qp.

Da keine Kréfte in Flache wirken, verteilt sich Ldg homogen:
Die von ¢ stammende Kraft ist durch ¢ kompensiert.

Bekannt: homogene Sphérenldg identisch Punktldg im Ursprung.

&(7) q ( 1 1 +QO+(Q/$)).

" 4reoR ri — | |ord — 2 r

Kraft aus Coulombschen Gesetz mit 3 Punktldgen ¢, ¢/, ¢o — ¢'.
Ergebnis: fiir grofle Abstdnde Coulombabstoflung zwischen ¢ und ¢p.
In Kugelndhe iiberwiegt die nahe q konzentrierte Influenzldg.

¢, ¢ haben umgekehrtes Vorzeichen: Anziehung.

§116 Leitende Kugel im homogenen el Feld

Jackson Abschnitt 2.5.

§117 Dielektrische Kugel im homogenen el Feld
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Sommerfeld S. 63.

§118 Fourierreihen

Spiegelldgen war erste Methode zur Lsg von Randwertproblemen.
Zweite Methode: Entwicklung nach orthogonalen Funktionen.
Wichtigstes Beispiel: Fourierreihen.

Funktion f(x) sei auf Intervall [—7, 7] stetig.

Auflerhalb des Intervalls periodische Wiederholung.

Satz:

f(x) = 1ao + Z ay, cos(kx) + by sin(kx),

2
k=1

mit
1 ™
ak:—/ f(x) cos kx dx, k=0,1,2,...
™ -7

1 ™
bk:—/ f(z) sin kz dz, k=1,2,...
™ —T

§119 Fourierintegrale

Nichtperiodische stetige Fkt f falle fiir  — £o00 so ab, dafl

| @l <o

(0.9]

Heifit absolut integrabel.
Satz: Dann gilt fiir alle z € IR

f(z) = /000 dk[a(k) cos kx + b(k) sin kz],

mit
]‘ OO / / /
a(k):—/ dx' f(x") cos ka',
™ —00
1 o0
b(k) = —/ d’ f(x') sin k2.
T J -

§120 Fouriertrafo
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Kleine Rechnung gibt folgenden Satz:
Sei f(z) stetig, nichtperiodisch, absolut integrabel.
Dann existiert Fouriertransformierte F (k)

F dx zkx
\/ 2T / f
und es gilt
.I' dk, —zk’x.
f \/ 27 /

Hierbei Eulersche Formel (a € R und i? = —1)
' = cosa + isina.

Mit bekanntem | -
— dk e = §(z)
2T J_

folgt Orthogonalititsrelation der Fkten e* ¢

1 [ : /
P dk =) = §(z — ).

§121 El Feld an Leiterkante

Gegeben zwei leitende Halbebenen.

Beriihren sich unter Winkel g entlang Randgerade.
Gemeinsames Potential V.

Gesucht: Potential, Feld, Ldg nahe Randgerade.
Zylinderkoord 7, ¢, 2.

Lege z entlang Randgerade:

wegen Symmetrie hdngt nichts von z ab: weglassen.
E steht senkrecht zur Kante.

Laplacegleichung in 2d-Polarkoordinaten r, ¢

10 [(rod 1 0%d
(=) 555 =0
ror \ Or r?2 0¢p?

Trick: Separationsansatz

D(r, ¢) = D1(r)P2(0).
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Einsetzen und mit 72/® multiplizieren

r d ( d<I>1> 1 d?®,
+_

A et — 0.
O dr \' dr ) ®, de?

Beachte: vollstéandige statt partielle Differentiale.
Erster Summand héngt nur von r, zweiter nur von ¢ ab,

51(7’) + SQ(¢) =0.
Damit dies fiir alle r, ¢ gilt, muf3
Si(r)=¢*,  Sy(p)=—¢*, V¢

mit Konstante ¢ € IR.
Lsgen der DGLen fiir ¢ = 0

®y(r) =ap+ bylnr,
Py(¢) = Ao + Boo.

Lsgen fiir ¢ # 0 (oEdA ¢ > 0)

O1(r) = acr® + ber*,
Oy () = A.cosco + B.sin co.

Randbdg Vr > 0 (Kippwinkel f3)
@1(7’)(1)2(0) = @1(7’)@2(6) = (I)().

Also bo = BO = 0 und CL()A() = (I)O-

Auf der anderen Halbebene:

(i) b, = 0 damit r = 0 zugelassen ist,

(ii)) A. = 0 damit $5(0) =0,

(iii) ¢f = km mit kK =1,2,..., damit sinc¢f = 0 und $5(5) = 0.
DGLen fir ®; und ®, sind linear:

Allgemeine Losung ist Superposition (Addition) der Einzel-Lsgen

B(r6) = 0y + 3 iy sk ),

k=1
mit

C~Lk = Afc=kn/B}-
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In Kantennédhe r — 0
PP <P 3P
Also fiirr — 0
O(r,¢) = ©o + a;r™ sin(we /).

Damit el Feld fiir r = 0

Bi(r0) =~ 27 = =05 sin(r/ 9),
0 Ta1 =
Ey(r,¢) = —% — T2k cos(mo/B)

Gauflsches Gesetz an Spitze von Tortenstiick gibt:
Fléachenladungsdichte bei ¢ = 0 und ¢ = 3 ist fiir r — 0

€EQTTaq %_1
3 e,
Also E und o proportional zu 7' an Kante.
(i) 8 < m: Exponent von r positiv:
E,0 — 0 an Innenkante von spitzem und stumpfem Winkel.
— Innenkanten sind feld- und ladungsfrei.
(ii) 8 > m: Exponent von 7 negativ:
E,0 — oo an Auflenkante von spitzem und stumpfem Winkel.
Z.B. an AuBenseite eines rechten Winkels sind E, o oc /3,

o(r) = e Ey(r,0) = —

§122 Legendrefkt

Zweitwichtigster Typ spezieller Fkt nach sin, cos.
Das folgende so auch beim Wasserstoffatom mit Schrodingerglg.
Laplaceglg in Kugelkoord

162( N 1 0 S.eacb+ 1 0*® 0
-—— — | sin = 0.
rorzy r2sin 6 06 00 2 sin? § O¢?
Wieder Separationsansatz
1
2(r,0,6) = - U P(O)Q(&). (122.1)
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Einsetzen und mit 7 sin®#/® multiplizieren

PRV 1 d dP\] | 14&Q
& —0.  (122.2
W0 et Penods (Sm@ )] Qage 0 (1222

Nur letzter Term héngt von ¢ ab.
Muf also konstant sein: —m?. Also
d>Q)

W‘FWF@ZO.

Ist Oszillatorglg mit Lsg
Q=M. (122.3)
Damit Q(0) = Q(27) (Kugelkoord, einmal rum), mufl m € IN.
Jetzt eckige Klammer in (122.2):
Erster Term héngt nur von r ab, zweiter nur von 6.

Damit sie sich immer kompensieren, miissen beide const sein.
Setze ersten Term = I(l 4 1). Also

d?U (1 +1)
dr2 2 v=0
Hat Lsg (mit [ beliebig)
U= Ar't' 4 Br'. (122.4)

Zweiter Term = —[(l + 1).
Zweiter Term soll auch dritten (—m?) kompensieren.
Gibt insgesamt

1 d ( dP m?

nddo sin 9%> +Il+1)P — = QP = 0. (122.5)

Beachte Jonglieren mit sin 6.
Variablensubstitution: sei

T = cosb.

Da 6 von Nord- zu Siidpol: —1 <z < 1.
Damit wird Glg

di [(1—x)dx} + [z<z+1)_1_x2}p:0.




Heifit verallgemeinerte Legendre-Glg.
Lsg sind assoziierte Legendre-Fkten.

§123 Azimutalsymmetrie: Legendrepolynome

Vereinfachung: Azimutalsymmetrie: alle Fkten unabhéngig von ¢.

d

Obige Prozedur wiederholen.
Oder einfacher m = 0 in (122.3).
Gibt Legendresche DGL

- [(1 - xQ)z—];] i+ 1)P =0,

Schreibe gesuchte Lsg als Potenzreihe

o

P(z) =) aj’. (123.1)

=0
Einsetzen gibt (Ubung: nachrechnen)

JG+1) =1l +1) .
o = ’ =0,2,4,... 123.2
YT TGy nGry 1232

Alle ungeraden Potenzen a;z, aszx?, ... bleiben unbestimmt.
Versuche alternativen Ansatz
(0.9)
P(zx) = Z a;z’
j=1

Einsetzen gibt wieder (123.2).

(Jackson hier etwas umsténdlich.)

Problem: P divergiert bei x = +1, soll aber nicht.

Fordere also: (123.1) soll nur endlich viele Summanden haben.
Also a; = 0 ab irgendeinem j.

Nach (123.2) nur moglich, wenn

[ € IN.
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Def: P, ist P, mit hochster Potenz 2!

Jedes P erfiillt Legendresche DGL.

Legendrepolynome in Literatur auf P;(1) = 1 normiert.
Rechnung gibt als erste P,

P()(x) = 1,

Pi(z) = x,

Py(x) %(3:0 _),

Py(x) = %(533 ~ 39),
1

Py(z) = =(352% — 302% + 3),

— 00 |

T) = g(633[;5 — 702° + 157),

Ps(z) = 1—6(231:(;6 — 3152* + 1052% — 5),

1
Py(z) = 16(429a; — 6932° + 3152° — 35z).
Es gilt
1 d

Ble) = gy (= 1)
Erfiillen Orthogonalitétsrelation (k,l € IN)

! 2

drPy(x)P(x) = ————0m.

/_1 wh@)Ale) = o

Sei f(z):[—1,1] = R zweimal stetig differenzierbar.
Dann konvergiert die Legendrereihen-Entwicklung

=2 _AiRi()
1=0
absolut und gleichméafig, mit
20+ 1
A== (P,
-1

Weiteres Training in Greiner:

2 .3

Betrachte Taylorreihenentwicklung von f(z) in Potenzen x, x*, x°,
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Arrangiere Potenzen zu Polynomen Py, Py, Ps, . . ..
Viele Relationen zwischen P+, P}, P 1.
Zusammenfassung;:

Laplaceglg in Kugelkoord mit Azimutalsymmetrie

Ad(r,0) = 0.

Faktorisiere Lsg (wegen 1/r siehe (122.1))
1
O(r,0) = -U(r)P(cosb).
r

(x = cos 0 erwies sich als geeignete Variable.)
Dann gilt nach (122.4)

O(r,0) = Z |4 r' + B r_(l+1)] Py(cosb).
1=0

Ay, By durch Randbedingungen festgelegt.
Beispiele in Griffiths, chap. 3.

§124 Legendreentwicklung des Punktquellenpotentials

Wichtige Anwendung:
Entwickle Punktquellen-Potential
1

Gl

o(r) =

nach Legendrepolynomen.
Drehe Koord.system so, daf3 Ldg auf z-Achse liegt:
Also 7" auf z-Achse.

Dann Potential auf jedem Ring um z-Achse konstant,

O(r,0) =

|7 = 2]

(Auch Schreibweise 2z’ = r’ moglich, aber uniiblich.)
Sei § = 0: Punkt 7 auch auf z-Achse.
Da P(cos#) = P(1) = 1 nach Normierung, ist

o

1
®(r,0) = Z[Al r' + B 7“_(”1)] = g
1=0
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Taylorreihenentwicklung fiir r < 7/

1 1 = /7r\! —
= = — —) = At
=7 (1 —r/r") ’Z(r’) Z o
1=0 1=0
Also |
Al - 7n/lJrl’ Bl =0
Also N l
-
(r,0) Z WPZ(COS 6) (r <r').
1=0
Fiir r > '
1 1 I\ &
— — b — B —(I+1)
lr—7'|  r(l—1"/r) TZ<T’> Z "
1=0 1=0
Also
B=r"  A=0
Also

So kam Legendre (1784) auf seine Polynome.
NB: wenn 7 nicht auf z-Achse:

1 i min(r, r’)! Pi(cos0)

=] 2 max(r, )

r—r

mit cosf =7 - 7.
§125 Erzeugende Fkt der Legendrepolynome

Legendrepolynome nochmals aus anderer Perspektive:
nehme letzte Glg als Startpkt (Becker-Sauter).
Merkregel vorab:
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Verwende Legendrepolynome ber Kugelproblemen mit Azimutalsymme-
trie.
Coulombpotential einer Punktldg

1 q
O(r) =
(7) Ameq |7 — 7|

1 q
" dmeg/rZ — 2rr'cosO + 12

Ansatz fir konvergente Potenzreihe

s q 1 > T ! . /
o(r) = — Z (—) Py(cosb), fir r < 7',
dmeg 1’ P T’
1S
d(r) = 47r607’ Z (;) Py(cos ), fir r > r'.
1=0

Beachte ~ 7! vs ~ 1/r"*! in den beiden Fillen..
Damit sind Legendrepolynome definiert durch (r = 1,7/ = ¢, cos 0 = x)

oo

\/1—2xt+t2 Z )

l:

F(z,t) = it| < 1.

F(x,t) heifit erzeugende Fkt.
Alle Eigenschaften der P, folgen aus F'.
Z.B. DGL fiir die P, aus 0F/0x (Ubung)

(1 —a*) P/ () = 22P/(x) + (I + 1) P(z) = 0.

Mit x = cos 8 erhalt man

(1 — xQ)Pl//($> . 2[13'Pll(33) _ % [(1 . $2)dié;x):|

o d . 5 dP(cosb)
~ dcosf [sm ¢ dcos0

deosO\ " d | ., [dcos®\ " dP(cos0)
= — |sin“ 0 —
df df

db db
= — L d [—SinQ@].

sin 0 dO
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Also erfiillen die P, die DGL

1 d ,edB(COSQ)
sinfdo P a0

] + (Il +1)P(cosf) = 0.

Dies in (122.5) als alternativer Start fiir Legendrepolynome (m = 0).
Der #-Term ist genau der vom A-Operator in Kugelkoord.
Durch Faktorisierungsansatz

1
O(r,0) = —U(r)P(cos )
r
der gesuchten Lsg der Laplaceglg
Ad(r,60) =0

ergibt Rechnung wie friither

oo

O(r,0) = Z [A;r! + Byr~ Y] Pi(cos 0).
1=0

Randbdgen:

Soll Lsg bis r — oo reichen, wo ® = 0, dann A; = 0 VI.
Soll Lsg bis r = 0 reichen und liegt dort keine Pktldg:
— ®(0) < oo — B =0Vl

§126 El Feld an einer Leiterspitze

Leiternadel mit Spitze nach oben.

Azimutalsymmetrie, aber:

Nur Bereich 0 < # < 8 auflerhalb Nadel: Randwertproblem.
Dabei 5 > 7/2. Also hat cosf beide Vorzeichen.

Vermeide dies durch neue Variable

1
y = 5(1 — cos ).
Dann 0 <y < 1.
Legendre-Glg fiir x = cos 6 war
d dP

— [(1 - xQ)%] +1(I+1)P =0,
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Mit y = (1 — ) /2 ist
dP  dydP  1dP

dv  dedy  2dy’

Also y P
— 1—vy)— (l+1)P =0.
o =G| e
Potenzreihenansatz N
P(y) = Z a;y’.
j=0

Einsetzen (Ubung) gibt

a1 = U _(l;(fl“)iJr D a; (126.1)

Fir y = 0: P(0) = ap = 1.

Auch fiir alle y < 1 Konvergenz.

Also muf} [ nicht mehr ganzzahlig sein:

Unendliche Reihe (126.1) erlaubt:

Legendre-Fkten der ersten Art und Ordnung [.

Fiir [ € IN stimmen sie mit bisherigen Legendre-Fkten iiberein.
Es besteht Zusammenhang mit hypergeometrischen Fkten.
Lsg fiir Potential in der Nadelspitze

Ar'Py(y).

Fordere [ > 0 damit Potential in Spitze r = 0 endlich.
Randbdg auf Nadelkegel:

B([1 = cos §]/2) = 0.

Bestimme nichtganzzahlige [, so dafl P, diese Nullstelle hat.
Es gibt oo viele solcher [.

Interessant nur Verhalten unmittelbar in Spitzennéhe.
Finde also kleinstes [ mit der geforderten Nullstelle.
Ergebnis fiir lange, spitze Nadel (Blitzableiter)

const
lim £ = )
£5—0 T
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Also sehr grofle Felder an Spitze r = 0.
Vollsténdig durchgerechnet von Hall (1949).

§127 Assoziierte Legendre-Fkten und Sphéirisch Harmonische

Treten auf, wenn keine Azimutalsymmetrie.
Assoziierte Legendre-Fkt definiert durch

dm
P'(z) = (—1)"(1 — 2*)"?—P(x).
@) = (<17 (1= )R )
Kleine Rechnung mit F; gibt
m (=™ ovmjz AT l

Daraus Kugelflichenfunktionen

20 +1 (1 —m)! ,
Ylmw,cb)\/ = EHZ& P}"(cos B)™,

Sind orthonormal

2w T
/ dé / 0 sin 0V, (0, 3)Yim (0, d) = Sy,
0 0

Hierbei Y*: komplex konjugiert.
Satz: beliebige Fkt ¢(0, ¢) 148t sich nach Y entwickeln

00 l

g(@, gb) = Z Z Alelm(ea ¢)

=0 m=-1
Hierbei
2T 6
A= [ o [ a8 sin6Y;,6.0)906.0)
0 0

§128 Maxwellsche Kugelfkten

Das folgende zeigt zwei interessante Zusammenhénge:
(1) der Multipole untereinander
(2) der sphérisch harmonischen Fkten mit den Multipolen
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Literatur: Becker & Sauter Kap 1.8. Schwinger Kap 20 und 22.

1. Dipol

d sei wieder Vektor von Ldg —q im Pkt @' nach ¢ in Q.
Statt mit 7,7 hier mit Pkten P, Q, Q'

Pkt.potentiale in P von Ldgen ¢ und —q sind:

&, = +q/4meps, mit s = PQ bzw PQ'.
Gesamtpotential in P ist

O (Q)+2-(Q) = 2(Q) — 24(Q")
=Q'Q - V',(Q)
=d-V'd,(Q).

Warum V', nicht V?: Ldgs.koord ist 7/, nicht 7.
Mit Ortsvektoren geschrieben

1
O(r)=d- V'
(7) Arreg | — 7|
- 1
=d-V
Aeg|r! — 7

_ g =7
dreg|r’ — 713

A ()

Ame|F — TP

Wie bekannt.
Dieses Potential erfiillt Laplaceglg, weil jedes Pkt.potential dies tut.

2. Maxwellsche Multipolentwicklung
Maxwells Idee: Dipol aus versetzten Pkt.ldgen.
Quadrupol aus versetzten Dipolen.

Oktupol aus versetzten Quadrupolen.
“Versetzung” bedeutet je d - V' = —d - V des Vorgangerpotentials.
Nenne Pkt.ldgs.pot ®(. Also Dipol

By (7) = —dy - VOy(7),
Quadrupol . B
Py(r) = (=da - V) @ (—dy - V)Po(7),

141



Oktupol
By(7) = (—d3 - V) @ (—dy - V) @ (—dy - V)P (F),
Usw.

3. Zusammenhang mit sphédrisch Harmonischen

Def Maxwellsche Kugelfkten Y):

sind bis auf Vorfaktor Potential des 2/ Pols im Ursprung 7' = 0.
(—1)l7’l+1 R 1

Y;:T(dl-V)@..@(ch-V);.

Ubung: wieviele Argumente hat Y;?

Entwickle die CZZ nach kartesischen Basisvektoren.
Man findet: es gibt nur 2/ 4 1 linear unabhéngige Y;.
Man nennt diese Y; dann Y}, mit m = —1[,... [
Dann verbleibt als Argument nur 7.

Alle Information iiber d; in m (und 1).
Fundamentalglg

Yém(F) - TZ}/lm(Ha (b)
Links: Maxwellsche Kugelfkten.
Rechts: sphéarische Harmonische aus komplizierter DGL oben.

§129 Besselfunktionen
Laplace-Glg in Zylinderkoord (r, ¢, z)

7o 100 1o o
or2  ror  r20¢* 02?2

Separationsansatz

= 0.

O(r, ¢, 2) = U(r)Q(¢)¢(2).
Fiihrt auf 3 gewohnliche DGL

142



Hierbei Strich: Ableitung nach jeweiligem Argument r, ¢, z.
Lsg der ersten 2 Glgen trivial

C(2) = e,

Q(g) = .

Wegen Q(0) = Q(27) mul v € IN.

Dagegen k € IR beliebig.

Variablentrafo x = kr gibt fiir Radialglg
1 2

(ﬂ+—U+<l—%>U:Q

x x

mit U’ = dU/dz jetzt.

Heiflt Besselsche DGL.

Potenzreihenansatz .
U(r) =" Z a;x’
§=0
gibt
a = tv
und
1 19
Qo) =——————— 22, J=12Z ...
T4+ a)
a2j+1: 0, ]:0,1,

Einsetzen und rechnen gibt

L“x)zllwcw::(g>iV§:jnx;;i?+1)(g>%'

J=0

Heiflen Bessel-Fkten erster Art der Ordnung +wv.
Existieren fiir v € R (!)
Speziell fiir v € IN (nur dann)

U_m(@) = (=1)"Up ().

Besselfkt zweiter Art: Neumannfkt.
Besselfkt dritter Art: Hankelfkt.
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Sind jeweils Lsg der Bessel-DGL.
Jede Besselfkt hat oo Nullstellen: wichtig in Physik.
Besselfkt sind orthogonal.
Jede Fkt 148t sich in [0, a € IR] nach Besselfkt entwickeln:
Fourier-Bessel-Reihe
Neumann-Reihe
Kapteyn-Reihe
Schlémilch-Reihe
Anwendung: Akkretionsscheiben um Sterne und schwarze Locher.
Ubung: Zylinderpotential mit Bessel-Fkten.
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KAP 6: ELEKTROSTATIK IN MEDIEN

§130 Phinomenologie

Keine el Felder in Leitern:

Ldgen verteilen sich um, sammeln sich an Oberflache.

Erzeugen gleich grofies, umgekehrtes Feld.

In Isolatoren neutrale Atome aus Kern (+) und Elektronen (—).
Werden durch angelegtes Feld leicht versetzt: Dipol.

Dipole heben angelegtes Feld teilweise auf.

Schiebe Dielektrikum zwischen Platten eines Kondensators.
Kapazitiat C' = q/U.

Mit Dielektrikum verringert sich £, also U.

Kapazitat wichst.

§131 Potential in Medien

Die Glgen
E=—grad ® rot E =0

bleiben in Medien richtig:
Sie gelten fiir jedes Atom, also fiir alle.

§132 Dielektrische Verschiebung: Physik

AuBeres Feld bewirkt Versatz zwischen Atomkern und Ldgswolke:
induzierte Dipole im Dielektrikum.

Erzeugen Dipolfeld.

Gehe damit ins Gesetz fiir Potential einer Ladungs+Dipolverteilung.
Dies ist makroskopische Beschreibung;:

Kern+Ldgswolke haben Gesamtldg 0: keine freien Ldgen.

Man kann Feld im Dielektrikum auch so beschreiben:

als Uberlagerung versetzter Kern+Wolkenldgsfelder.

Aber statt +grofies F (Kern) — grofles £ (Elektron)

... Kompensation schon in Dipolfeld geschehen.

§133 Dielektrische Verschiebung: Formalismus

Betrachte Volumenelement d®r’ bei 7/ im Dielektrikum.
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Hat Ldg dq = p(7")d®r', Dipolmoment dp = ﬁ(f")dgr’.
Neue Grofle: Dipolmomentdichte P.
Beitrag zum Potential bei 7

d0() = . [dg, p) oy PO (FF,)].

47‘(’60 |7 — 7 | |7 — 7|3

Gesamtpotential bei 7

o) = L / B [ p(i") | P() (7~ f’)] |

|7 — 7| |7 — 7|3

Standardformel fiir letzten Term (betachte V', nicht V)

o= [ [ - ()]

Benutze

A)=Vf-A+fV.-A

vV (f
in partieller Integration (Ubergang von grad zu div)

1 1 _
(7)) = d3/ —»/_V/.P—»/ d—»/_
)= e [ [ o) = 5 B+ [ d
Jackson 1483t leider Oberflachenterm weg.

Interpretation der Glg:

Randterm beschreibt Potential einer Flachen-Ladungs-Schicht mit

dg = dao = daP.

Ursache:

Dipolldgen auf Randflache haben keine kompensierenden Nachbarld-
gen.

Mittlerer Term mit V/P beschreibt Volumenldg:

Unvollstandige Ldgskompensation an Dipolenden, wenn Dipole un-
gleich.

Idee: Letzte Glg ist Potential einer Ladungsverteilung p — div P.

Also Gauflsches Gesetz
, 1 .
div E(7) = —[p(7) — div P(7)].

€0
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Umstellen
div [eo E(7) + P(T)] = p(7).

Definiere dielektrische Verschiebung

D = &F + P.

Dann (beachte: kein ¢)

div D = p.
Jetzt Info {iber Materialverhalten nétig.
Einfachster Fall: Medium reagiert linear auf angelegtes Feld

— —

P = eyx.L.

Def Dielektrizitatskonstante

€ =¢eo(1+ xe).
Dann
D =¢F.
Falls € ortsunabhéangig,
divE = p/e.

Falls € nicht konstant, tritt grad e auf.

§134 Fundamentaldef des Verschiebungsvektors

Obige Def von D iiber atomare Dipole.
Atomstruktur gehort aber nicht zur engeren Elektrodynamik.
Sommerfeld fithrt D als el Grundgrofle ein.
El Feld ist dann durch 2 Groflen charakterisiert.
Ihren Zusammenhang erfragt man erst spéter:
+ E durch Kraft auf Ldg. Def wie bisher.
« D als MaB fiir Ldg-Dichte:
Fliche S begrenze Ldgs(teil)volumen V. Dann sei

%dd’-ﬁz/d‘/p:qv.
S 1%

qv: Ldg ¢ in V. Also genau wie oben
div D = p.
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Ansatz, ganz ohne Polarisation von Dielektrika,

—

D = ¢E.
¢ konstant in homogenen Medien.
§135 Sprungbedingungen

Gegeben Trennflache zwischen Medien mit ¢; und és.
Form der Trennflidche ist beliebig.

Jedoch keine Singularitidten (Kanten):

Man kann iiberall infinit rechteckigen Int.weg wéhlen:

eps_1 -dl
D

......... -dh|--------|dh.........
e
eps_2 dl

Annahme wie bei pill box:
dh < dl

Zerlege E in Teil normal (E,) und tangential (E;) zur Grenzfliche.
E ist Gradientenfeld, also

ozfdf-ﬁ
C

- —dl Et71 + dl Et72.

Also
Ei1 = Eio.

Tangentialkomponente des el Feldes an Trennflache von Medien stetig.
Lege nun pill box in die Trennfléche:
Infinit Hohe, kreisformiger Boden mit Fléche da.

Aus
%dd’-ﬁz/d‘/p:qv.
S 1%

wird (verzichte auf Vorzeichendiskussion, nehme Betrag)

|Dy1 — Dyolda = pdV = phda = oda,
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Fldachenladungsdichte o (der freien Ladungen) Also
|Dn71 — Dmg‘ = 0.

Da an Dielektrika keine freien Ladungen (nur gebundene):

An Dielektrika sind F; und D, stetig.

Ubung: wenn E, an Grenzfliche unstetig ist, gibt dann Strecke dh
trotz dh < dl nicht doch Beitrag?

§136 Punktladung vor ebener Dielektrikumgsgrenze

Unendliche Ebene trennt €, €.

Punktldg ¢ im Abstand d von der Ebene, in Medium ¢;.

Finde passende Spiegelldg in Medium es.

Ubung: studiere Lsg in Jackson; rechne damit andere Aufgaben.
Jackson 4.4.

Trick: erfiille obige Randbdg durch Hilfsldg ¢” am Ort von q.
Weiteres Standardbeispiel:

Dielektrische Kugel in homogenem FE-Feld.

Ubung: studiere diese Lsg (mittels Legendrepol; z.B. Griffiths S. 186)
und 16se damit andere Beispiele.

§137 Anisotropie

Bisher angenommen, dafl induzierter Dipol || angelegtes Feld.
Aber: Molekiile haben richtungsabhéngige Polarisierbarkeit:
Tensor € statt Skalar e.

§138 Polare Molekiile

Bisher nur von auflen induzierter Dipol.

Viele Molekiile haben intrinsisches Dipolmoment, z.B. Wasser.
Angelegtes Feld bewirkt Drehmoment.

Details in Abschnitt 4.5, 4.6 in Jackson.

§139 Elektrostatische Energie in dielektrischen Medien

Energie von Ldgen im Vakuum

W = % / dPrp(F)® (7).
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Jede Ldg im Feld der vorhandenen Ldgen von oo heranbringen.
Jetzt Zusatzarbeit: Erzeugung der Polarisation im Dielektrikum.
Beschreibe Proton-Elektron als klassische Feder: Dehnungsarbeit.
Trick: betrachte kleine Anderung der Ladungsdichte

SW = / Brép(r)®(7).

Ubung: warum oben Faktor 1/2, hier nicht?
® Potential der schon vorhandenen Ldgen. Benutze

V-ﬁzp

also

—

V-0D = dp.
Also
SW = / &Prov - 6D.

Partielle Integration {iber ganzen Raum.
Annahme: Ldgen nur in endlichem Bereich.

5W:—/d3rv¢-55:/d3rﬁ-5ﬁ.

W = /d3 /E 5D, (139.1)

— —

Ist € = const in D = eF (linear!), dann

Also

E-55:§5(E-5).

Also 1
W = §/d3frﬁ .D. (139.2)

Kontrolle: mit £ = —V® und V- D = p
...und partieller Integration zuriick an Anfang:

1
W:§/d3r¢p.

Glg (139.2) nur fiir Medien, die linear reagieren.
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Sonst gilt (139.1): Hysterese (Vorgeschichte; memory).

§140 Einbringen eines Dielektrikums

Problemstellung: gegeben Konfiguration von Ldgen.
Wie dndert sich el Energie beim Einschieben eines Dielektrikums?
Kleine formale Rechnung (Jackson Abschnitt 4.7) gibt

1 I
AW:——/d?’rP-EO.
2 Jy,

€

E Feld ohne Dielektrikum,

P Polarisation,

V. Volumen des Dielektrikums.

Ist bis auf Faktor 1/2 Dipolenergie.

Grund: Dipol wird schrittweise erzeugt, ist nicht permanent.

§141 Kriafte auf Dielektrika

Rechnung in Griffiths 4.4.4, S. 193ff.

Jeder Leiter wird in el Feld hineingezogen.

Dielektrikum auch, wegen Dipol-Polarisationsldgen.
Dielektrikum wird in Plattenkondensator hineingezogen.
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KAP 7: MAGNETOSTATIK

§142 Monopol, Dipol, Magnetfeld

Alte Griechen: freie Ldgen (Reibung) und Permanentmagneten.
Permanente el Medien (Elektrete) waren nicht bekannt:
Entstehen beim Zerbrechen von Kristallen; Feld zerfillt in Std.
Heute: Elektromagnete wichtiger als Permanentmagnete.
Oersted: Kompafinadel im Magnetfeld erfahrt keine Translationskraft;
nur Drehmoment.

Also magnetische Kraft: Kriftepaar: Dipol.

Es gibt keine mag Ldgen.

Es gibt keine mag Monopole.

Mag Feldlinien geschlossen (vgl. Vektoranalysis).

Nur mag Dipole (und hoher).

Richtiger Verdacht:

el Stréme auch immer geschlossen Zusammenhang B ]7
Subtiler Unterschied zw1schen H und B.

Magnetische Flu3dichte B fundamentaler als Feldstéirke H.
Sommerfeld: “B , nicht H , verdient den Namen mag Feldstarke.”
“D und H sind Erregungsgrofien.”

Hat sich (noch) nicht durchgesetzt.

§143 Strom. Kontinuititsglg

Alle Magnetfelder durch Strome = bewegte Ldgen verursacht.
Stromdichte 7:

Wieviel Ldg fliefit pro Zeit durch Flache A.

Vektorrichtung = Bewegungsrichtung der Ldgen.

Ist A konstant (Draht): Strom I = |j]A.

Ldgen sind erhalten.

Konnen nur durch Oberflache eines Volumens strémen.

Vgl Def von div.

Anderung der Ldg in festem Volumen

dg 0 3
gn (‘315/ d’r p(r,t).
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Nur durch Ein- und Ausfluf3.

dq dr
_,. l—;‘ —».
ot ]{9 ! pdt j{s .

/ dr in dt
________________ /
| [/ /
| ./
| [/ / -> >
| ./ dV = da.dr
| \Y |/
| ) ->
| |--> da
e S____

a zeigt aus Volumen hinaus.
dr: Strecke, die Ldgen in dt zuriicklegen.
Ladungsstromdichte

j = pb.
Grundgrofle der Magnetostatik, wie ¢ fiir Elektrostatik
Also (Gaufischer Satz)

%, .
— | & —— b dd-
5 | ot == ai;
:—/d%divj’.
14

Mu8 fiir beliebiges (aber konstantes) V' gelten, also

0 -
a—f +divi=0.
Kontinuitatsglg. Wichtig in ganzer Physik.

Magnetostatik:
zeitlich konstante Mag.felder durch zeitlich konstante Strome.
Also auch p zeitlich konstant (Fliegleichgewicht), also

V.j=0. (Magnetostatik)

§144 Ohmsches Gesetz
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Verkniipfung Strom und Feld oft empirisch gegeben durch

j=0E.

Achtung: o hier el Leitfahigkeit, nicht Flachenldgsdichte.
Gilt in Leitern, nicht in Halbleitern.
In Kristallen Tensor o.

§145 El Wirbelfelder

Elektrostatik: Leiterinneres feldfrei.

Nicht in stromfithrenden Leitern:

Ldgen bewegen sich durch Kraftwirkung des el Feldes.
Spannungsquelle: Batterie. In Supraleitern nicht noétig.
Stromkreise sind geschlossen (ggf in 00).

Elektrisches Feld also geschlossene Kurve.

In Magnetostatik gilt nicht allgemein rot E=0.

Def Elektromotorische Kraft

EMK:}{CZ?-E.

Stom wird durch Reibung dissipiert (nicht in Supraleitern):
Spannungsquelle im Stromkreis notig.

§146 Gesetz von Biot-Savart

Oersted 1819: Kompafinadel durch Strom abgelenkt

— Strom erzeugt Magnetfeld: B (1).

Erster bekannter Zusammenhang Elektrizitdt und Magnetismus!
Gesetz von Biot & Savart 1820. Heutige Form

s Mo g, 3 X (F =)
dB(r) = Ed r o

Fiir einzelne bewegte Ldg

j = pu.

Sei Ldg bei 1, ihre Geschw sei 7. Dann

p(F') = qd (7" — 7).
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Integration gibt

E(F) _ @ qﬁo X (F—F())
41 ‘77—770‘3

In Draht A
BPr'j(F') = (Adl)(I'I'JA").

Drahtrichtung I = Stromrichtung, A’ senkrecht,

. po I'dl" x (7 —7)
dB(7) = =
)= |7 — 73

7

Zahlenwert per Def (N: Newton, A: Ampere)

1o _7N
— =10""—.
A7 AZ2
Sowie
1
€opo = 2

§147 Feld des geraden Drahtes

[ und 7 — 7 liegen in Zeichenebene.
Also wegen Kreuzprodukt B = By¢.
Feldlinien sind konzentrische Kreise um Draht.

I’[1
I p
| ——————- x B_phi
| “ -

1| /
I /

theta/ .=
| /> > . T
| / r -r’
4
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Sei [ Abstand entlang Draht von 7 und 7.

Sei p Normale von Aufpunkt zum Draht.

Sei 0 Winkel zwischen Draht und Linie Quell-Aufpunkt.
Dann

A~

[ x (7 —7') = $sin.
Also

Lo > dlsin@
Bcﬁ:E[// 2 1 ]2
oo P° T+

=ﬁ%b/w dl
i V)t R

_Mo]/
2

Dies eigentliches Gesetz von Biot-Savart.

§148 Amperesches Gesetz

Oersted und Biot-Savart: Magnetfeld, das durch Strom induziert wird.
Ampere: Kraft eines stromdurchflossenen Leiters auf einen anderen.
Coulomb: Kraft zwischen Ldgen. Ampere: Kraft zwischen Strémen.
Ampere brauchte gar kein B-Feld! Nur Kraft von Strom.

Hier gleich: Kraft von Feld von Strom

—

dF (7) = &*r j(7) x B(7)|

Alternativ identisch
dF(7) = 1dI(7) x B(7),
F(i) = qi(7) x B(P).
1. Zeile: fiir raAumliche Stromdichten
2. Zeile: a la Ampere: Kraft auf Leiter

3. Zeile: Lorentzkraft auf geladenes Teilchen
B soll durch Strom erzeugt sein

L Il x (7 — )
ABU) = =
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Dann in erster Zeile oben (Achtung auf B , dB )

Ly, dl X (F=TF)
dF(r) = —I11Idl
(T) A X ‘77—7“"3

Gesamtkraft der Schleife I" auf Schleife I:
Integration iiber beide Leiterschleifen

uon,j{%dlx[dl’ (7 — )]
17— 7|3 '

Achtung: zwei Einfachintegrale, nicht ein Doppelintegral.

Asymmetrie bzgl. dl und di’ ? Nein:
Seien a, b, ¢ beliebig, dann
ix (bxd)=(a-db—(a-b)c

Erster Term rechts ist hier:

df(F—F’)__dfv 1 1

|7 — 73 -7 E =

d;: Zuwachs entlang Int.weg.

Es ist 7 # 7' (sonst KurzschluB8 der beiden Stréme).
Also 1/|7 — 7’| iberall endlich.

Also verschwindet Ringintegral.

Bleibt nur zweiter Term in (148.1), also Gesamtkraft

ﬁ:——n'jfjfdz di’) f f
17— 7|3

Also perfekte Asymmetrie bzgl der beiden Stromkreise.
Newton IIT erfiillt: Kraft von Schleife I auf I’ ist —F.
Damit folgt Amperes eigentliches Ergebnis:
Kraft zwischen langen parallelen Dréahten ist

M0 I]/l

F==—
o d

mit Lénge [, Abstand d der Dréhte.

(148.1)

Ist anziehend, wenn Strome in gleiche Richtung, sonst abstoflend.
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§149 Erste DGL der Magnetostatik

Vergleiche Coulomb

und Biot-Savart
50 Mo 3 070 r
B(T)—E/dT](T)Xw
Grofie Ahnlichkeit. Schreibe

o . 1
B(7) :—%/d?’r'](r') X V <|F—F’|>'

V x (fd)=Vfxad+ fV xa.

Es gilt

Also

. 1 7 (7 1 S
j(F’)xV(ﬂ — ):—Vx‘z(rz, + ———=V x j(7).

7 — 7|
Letzter Term verschwindet,
V, x j(F) = 0.
Also -
(™)
17— 7|

mm:%vX/fw (149.1)

B-Feld ist reines rot-Feld, also

div B = 0.

§150 Zweite DGL der Magnetostatik

Wie in Elektrostatik: kennt man div und rot, kennt man Vektorfeld.
div B = 0. Gesucht: rot B.

VXéw)fﬂvX<vX/ﬁﬂ]”)>.

 4r 17— 7|
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Formel

Vx(Vxdad) =V(V-a) —Ad.

Also
= o 5, I 1o /3,9( ')
B(7¥) = — - | dr —A [d
v x B(7) 47rv (V / |7°—7”|> A7 |7 — 7|
Formel

V-(fa)=a-Vf+fV-a (150.1)

Also im ersten Term

5 () - 1 1 .
v (F—f’> R e )

Hierbei wieder

V, - j(i") = 0.
Also

S/ = Ho 3,070 =1 1 Fo 3,07 (=1 1
B(r) = =2 d = [d A .
V xB(T) 47TV/ 'y (7" <|F—F’|> 47T/ 'y (7") <\F—F’\>

Hierbei benutzt A,j(7') = 0.
Benutze (i)

und (ii)

A( ! ) —dws(7 — 7).

7=

Dann

— = 1 .
VXMWZ—@V/ﬁMWWV — ﬂmffwwwwqw
dm 77— 7|

Verwende wieder (150.1) im ersten Term

v (7)) - i

Erster Klammerterm ist Raumintegral iiber Divergenz.

VxB(F) = v/d3 ' + 4107 (7).
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Also nach Gaufischem Satz Oberflichenintegral in r = oo.
Kann = 0 gesetzt werden.
Zweiter Klammerterm: Kontinuitatsglg der Magnetostatik ist

V' j(7) = 0.

Also bleibt nur dritter Term, und somit

V x B(7) = poj (7).

HeiBt Amperesches Gesetz (mikro):
jeder Strom ist von Magnetfeld umschlossen: rot.
Zweite Fundamentalglg der Magnetostatik.

§151 Integralform des Ampereschen Gesetzes

E-Statik: Gaufisches Gesetz mit Gauflschem Satz

. L
divE =2 & /d(i- E == [ &@rp(F) = q/e.
€0 S €0

M-Statik: Amperesches Gesetz (makro) mit Stokesschem Satz

rotézuojH %df-ézuo/dﬁ~f = uol.
C S

Eingerahmt: Amperesches Durchflutungsgesetz.
Anwendung: Magnetfeld von symmetrischen Leitern: Dréhte.

(Vgl GauBlsches Gesetz der Elektrostatik.)

§152 Vergleich Magneto- und Elektrostatik

Grundglgen der Magneto- und Elektrostatik im Vakuum
div B = 0, div E =p/¢€o,
rot B = ,u()j, rot E=0.

Integralformen der 2 Glgen mit Quellen p,j’ sind

@dCT'E:CJ/Eo?
S

C

160



Benutze Integralformen fiir Felder hoher Symmetrie.

§153 Das Vektorpotential

Mathem.: wenn iiberall div B = 0 dann

Vergleiche (149.1)

Also

A(r) = @/d%’ EIG (153.1)

Vgl Elektrostatik

Es gilt rot grad = 0.
Also B unverédndert, wenn

A= fYJrgrad\II.

Heifit Eichtransformation.

B invariant unter Eichtransformationen.

Mit Eichfreiheit kann man iiber div A verfiigen.
div A = 0 heift Coulomb-Eichung.

Jackson zeigt: fiir Coulomb-Eichung gilt (153.1).

§154 Von Ampere zu Biot-Savart

Oben: von Biot-Savart zur Ampereschen Glg.
Jetzt als Training umgekehrter Weg. Schwinger 26.3 (S. 316)
Fundamentalglgen

V-B=0,
VXE:MO;-
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Ansatz B .
B=VxA.
Somit erste Glg erfiillt. Zweite Glg wird
V x (VxA)=V(V-A) - AL = pyj.
B #dndert sich nicht bei Eichtransformation
A— A+ VA

Wihle A so, daf} folgende Rechnung einfach.
Wihle also Coulombeichung

V-A=0.

Ubung: Zeige, daB dies durch Addition von VA mdaglich.
In Coulombeichung wird (gesamte!) Magnetostatik also

AA = —pupj.

Ist Vektor-Poissonglg. Vgl Skalar-Poissonglg der Elektrostatik

N ——
€0
Lsg, wie oben
q-ta [ I
4 r— 17

Erinnerung Vektoranalysis

V X (PE) = V® x E+ ®V x E.

Also
J() 1 =
V X 7 = V\F—F’\ x 7(7")
_ 7—r’
= X
j(T’) ‘7;»_7;»/‘3

In erster Zeile V x j(7') = 0 benutzt.
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Also

47 77— 7|
— —/
Ho 3 1 2= r—r
=— [ d X
4w/ P X

Ist Biot-Savart.

§155 Magnetfeld fern von kreisformigem Leiter

Strom [ in kreisférmigem Draht mit Radius a: Stromschleife.
Jackson berechnet B in 5.5.
Damit Fernfeld in grofler Entfernung der Stromschleife

0

B, = 02827
2 r3

_ Ho,  osSind

BQ = E[TI'CL 7"3 .

Kugelkoord r, 6.

§156 Fernfeld eines beliebigen Stroms

Gegeben beliebiger Strom innerhalb Gebiet,
... das klein gegen Abstand Feldmefpunkt ist.
Reihenentwicklung, nur bis zu

1 17

|F—F’\_r+ r3

Glg (153.1) wird dann

> 1 - 1 .
A(F):&—/d?’?“’j(rﬂ)—i—@—3 IR GRIGET O
A r

Erinnerung: dyadisches Produkt zweier Vektoren
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Also

/ o T ) = / a*r (7 )] ()

Also
v Mol 3.0 2= fo T 3.0 =l o Pl
A(r)—E;/dr](r )+Eﬁ dr' T @ () + ...
Erster Term rechts ist Null! Ist nichttrivial.
PP S. 132:

This can be seen physically by dividing the system into current loops
/d?’r’f(F’) =) Ifdf: 0.
loops

Formal: in Vektoranalysis wurde bewiesen:

Ist divj = 0 und j(c0) = 0, dann [ d*rj = 0.

Zweiter Term: Jackson S. 216, besser Schwinger S. 326.
Beginne kartesisch: divj' =0, also

3
O:/ dgr:viszvkjk

k=1

— /d?’rz Vi(wiz;jr) — /d?’T’ijVk(l’iij)
A k
0 — /d?’?“ij((%k%' + i1
k
— h / d’r(jiz; + wij;).
Hier [ d*rV(...) als Oberflichenintegral gedeutet (Gauf).

Miiite sauber fiir 3-Tensoren bewiesen werden.
Letzte Glg in Dyadenschreibweise

—

/d3r(] RF+7T®]) = 0.

Gilt fiir jedes 7 mit divj = 0 und j(o0) = 0.
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Ubung: fithre Beweis direkt in Dyaden. Definiere erst Divergenz von
3-Tensoren.

D.h. [ dri® j ist antiselbstkonjugierter Tensor.

Achtung: nur das Integral, nicht der Integrand!

Hiermit zweiter Term in Reihenentwicklung von A.

Direkt mit Dyaden (schreibe j/ = (7))

/ &' (77 () = / &' (7 @ 7))
1 — —, — —

— §/d37a/7—,»_ [(7;»/®j/+j/®7;»/) + (7;»/®j/ —j,®77/)}
]. — —,
— §/d37“/77- (7;»/ ®j/ _j/ ®7_‘)/>}
1 3.0 (= = —
=3 d°r' (7" x j') X T.
Letzte Relation wurde in Dyaden-Algebra bewiesen,

(@G@b—b®Rad) F=—(axb)xF
Am einfachsten sieht man dies kartesisch komponentenweise.
Siehe z.B. Kap 7.11 in PP.

Somit .
A7) = _g‘_oi x {/dSr’F’ X j'(f')} T

mrs
Schreibe dafiir
Mo m X r

4 13
mit magnetischem (Dipol)Moment

1 -
m = 5/0337“' 7 x g (7). (156.1)

A(7)

Der Integrand heifit Magnetisierung.
Vgl elektrisches Dipolmoment einer Ladungsverteilung

p= /dBT’F’p(F').

Mag Induktion B=V x ff,

5w -4 |

/]«13

37F(F - m) —m
A '
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Ist magnetisches Dipolfeld.
Zusammenfassung: weit weg von beliebiger Stromverteilung;:
B ist Dipolfeld mit mag Moment (156.1).

§157 Dipolmoment einer ebenen Leiterschleife

Betrachte Magnetisierung fiir beliebige ebene Leiterschleife.
Sei A Leiterquerschnitt (kann variieren), [ Leiterrichtung,

— IA —

d>r = =1 Adl = IdI.

jd’r Al dl dl
Also

7 x dl ist Parallelogrammfléiche.

Faktor 1/2: Dreiecksfléche.

Summe aller Dreiecksflachen gibt Fléache innerhalb Leiterschleife.
Vergleiche Flachensatz beim Keplerproblem.

Falls Leiter also in xy-Ebene liegt

m=1TAZ.
Ubung: das magnetische Moment eines geladenen Teilchens ist
= ol
24

mit Teilchenldg ¢, Masse u, Drehimpuls L.
Stimmt so fiir Elektronenbahn um Atomkern.
Aber: fiir “innere” Drehung § des Elektrons (Spin) gilt

—»_q—)
m — —S.
L

Heifit anomales magnetisches Moment des Elektrons.
Wird erst in relativistischer Quantenmechanik erklért.

= 10011615
[
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wird erst in Quantenelektrodynamik erklart.

§158 Magnetfeld in makroskopischen Medien: H

Atome, Elektronen haben magnetische Momente.
Reagieren auf duflere Felder.

Mittelung {iber atomare Mikrofelder.

Gleichung div B bleibt dabei unverindert.
Erinnerung Elektrostatik:

Potential atomarer Ldgen und Dipolmomente
(letztere aufgrund el Polarisation)

— D=\ . (7 2!
d0() = . [d p() sy P (r/|3r>].

 dme 7 — 7| 7=

Hierbei 7 ¢ dr’.
Entsprechender Ansatz in Magnetostatik
B 2= M (7' ==
QA7) = 1 [ gy STy gy M) X (=7 |
47 |7 — 7|3

7=

Stromdichte j bekannt.

Atomare Dipole im externen Feld:

Werden angesetzt mit Magnetisierung M.

Parallel: Integral iiber P, M gibt p, m: el, mag Dipolmoment.

Gemaf (156.1) ist

— 1 —
M = 5_»/ X ]m(F/>7

mit Mikrostromdichte jm

Diese wird nicht gebraucht: M als Grundtatsache.
Die iiblichen Schritte (siehe Jackson S. 224):

(i) Volumenintegration

(ii) Umschreiben
r—7 1
=V —-—.
7= 7|3 77— 7|
(iii) Partielle Integration:
(iii,a) 1. Term: V' wirkt auf M
(iii,b) 2. Term: mit Satz von Gaufl in Oberflichenintegral umwandeln:
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(iii,c) Oberfliche liegt im Unendlichen wo M verschwindet
geben

(F) /d3/]( )+VIXM(F/).
=7
Interpretation:
V' x M(7)
ist effektive Stromdichte im Medium aufgrund Magnetisierung.
Oben wurde gezeigt, dal Glgen

V-B=0,
V x é = ,LLOj:
Lsg haben
3=V x 4,
1 ,UO 3./ j( )
A= d’r
A7 / |7 =7
Jetzt Umkehrschluf:
=V x A,
/
. M(7
T 4r 17— 7|
ist Lsg von
V-B=0,
V x B =u(j+V x M).
Sei
L1 -
H=—DB-M
Ho
Dann Grundglgen der Magnetostatik
Vergleiche Grundglgen der Elektrostatik
V-D=p, V x E =0.
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E und B sind Grundfelder.

D und H sind abgeleitete Felder:

enthalten die atomaren Ldgen und Strome:

per Ansatz: induzierte el und mag Dipole.

Leider wird historisch H Magnetfeld genannt.

Grundfelder sind dann el Feld und mag Induktion.

Abgeleitete Felder sind dielektrische Verschiebung und Magnetfeld.

§159 Zusammenhang B und H

Wie bei D empfiehlt sich auch bei H abstraktere Def:
Denn reine E- dynamlk kennt keine Atome und Mikrostréme.
Magnetlslerung M ist Gegenstiick zu el Polarisation P.
M beschreibt Elementarmagneten.
Def
B =p(H+ M) =puH.

Sommerfeld wiirde hier 1/u schreiben.
Da sich dies nicht bewéahrt hat:
4736 vs £2 in allen Glgen.
1 ist magnetische Permeabilitat.
= const:

i > pp: paramagnetische Stoffe,

i < po: diamagnetische Stoffe.
Diamagnetismus = Dielelektrizitét.
Also Polarisierung der Materie durch angelegte Felder.
1< po aber € > ¢y wegen Vertauschung von B und H.
Paramagnetismus nur bei Molekiilen mit eigenem mag Moment.
Diese richten sich parallel zum Feld aus.
Dagegen ist diamag/dielek Polarisierung per Def antiparallel.
Ferromagnetismus: B als Fkt von H: Hystereschleife.
Zusammenfassung der Materialglgen der E-Dynamik.

!
&

I
Q

< e O
I
=
STl
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Man schreibt

— —

M = XmH7
entsprechend zum elektrostatischen
P = x.E.
Xm ist magnetische Suszeptibiliét.
Damit
B = puo(H + M)
= ,u()(l + Xm)H
= pH,
genau wie zuvor
D = ¢(E + P)
= 60(1 -+ Xe)E
— ¢E.
Also
n = MO(l + Xm)7
wie zuvor
€ =¢eo(1+ xe).

§160 Sprungbedingungen an Grenzflichen

div B = 0 ist nach GauBschem Satz

fda’-ézo.
S

Also fiir Pillendose an Mediengrenzflache
B, 1da — By 2da = 0.

Also Normalkomponente von B an Grenzfliche stetig.

Amperesches Gesetz
V x H=j.
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Stokesscher Satz

fﬁﬁ:/ﬁj
C

Betrachte Rechtecksweg an Grenzfliche, wieder dh < dl.
Liegt Rechtecksweg dl in Papierebene, zeigt da hinaus.
Von j tragt nur j; bei.

Annahme: j < co. Dann

(—dl)H 1 + diH, 5 = 0.

Denn dh Differential zweiter Ordnung:
kein Beitrag von Rechtecksflache.

Hi1 = H;p».

Tangentialkomponente von H an Mediengrenzflache stetig.
Wenn j — oo (sehr gute Leiter und hohe Frequenzen):

|Hi o — Hi 1| = dh g = i,
mit endlicher Linien-Stromdichte J; in Grenzflache.

§161 Losungsmethoden der Magnetostatik

Randwertproblem: Bestimme B aus gegebenen Rand(flichen)werten:
als Lsg der magnetostatischen DGLen.

“Randwerte”: Strom in Schicht vorgegeben usw.

Abschnitte 5.9 bis 5.14 in Jackson.

Hier: magnetische Abschirmung in Hohlkugel.

Gegeben homogenes konstantes Feld éo.

In dieses wird Hohlkugel mit konstanter Permeabilitdt pu gebracht.
Welches Feld im Innern der Hohlkugel?

Es flielen keine Strome, also

wa ]l
I
o

Vxﬁ:O, A\

Aus erster Glg
H=-VU.

U heiflit magnetisches Skalarpotential.
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Aus zweiter Glg
AV = 0.

Laplacegleichung, genau wie in Elektrostatik.
Legendrepolynome; Sprungbedgen an Kugel.
Lsg fiir Innenraumfeldstéarke

mit Innenradius a, Aulenradius b der Hohlkugel.
Innenraum also nahezu feldfrei, wenn p sehr grof3
und Metallwand nicht allzu diinn.

Wo sind die Feldlinien? dicht gepackt im Metall.

§162 Permanentmagneten

Nach Sommerfeld S. 83.
Permanentmagnet: kein Strom flielt, also wieder

rot H = 0, div B = 0.
Wieder
H = —grad V.
Gesucht: Magnetisierung M,

—

Mit
0 =div B = uy(div H + div M)
folgt
div H = —div M.
Potential einsetzen
divgrad ¥ = div M.

ist DGL des Stabmagneten
AV = div M.

Wie lautet Randbdg auf Magnetoberfliache?
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Betrachte wieder
divH = —-divM

/maﬁ:—/&aﬂ.
S S

Integriere iiber Pillendose in Magnetoberfliche

ist identisch zu

Hn,2 - Hn,l = Mn,l - Mn,2-

AuBerhalb des Magneten (“17) ist M = 0.

Hn,? - Hn,l = —Mp2 = _Mn-
Mit H = —VU ist
v
Hn:—V\IJ-ﬁ:—a—.
on
Also U O
— 4+ — = M,.
87”&1 + 87”&2
Minus wurde in ny = —ny gesteckt.

Dies ist Randbdg auf Magnet. In oo sei noch ¥ = 0.
Zusammenfassung: Glgen des Permanentmagneten

AV = div M,
|\ \J
a_ 8_ - Mn S
8n1 S (‘3n2 S ’
U(o0) = 0.

Dabei Subscript .S: Oberflache des Magneten, mit Normalen nq; = —ns.
Ist Summationsaufgabe (einfach), nicht Randwertaufgabe (komplex):
Sei M bekannt. Dann Lsg der Glgen

I ey T =1
Mwﬁ:—/fw@ﬂﬁﬁ—/m-M”f
\%4 S

|—» —»,l

Erstes Integral iiber (inneres) Magnetvolumen.
Zweites Integral iiber Magnetoberflache.
Ubung: zeige, daf3 dies wirklich Lsg ist.
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Beachte: in Elektrostatik steht hier positives Vorzeichen.

§163 Stabmagnet

Sommerfeld S. 84.

Def Stabmagnet: (i) Zylinder,

(ii) M parallel zur Achse und konstant: M

Also div M = 0, bleibt nur Oberflichenintegral.

Dort tragen auch nur die 2 Deckflichen (“Pole”) bei:
Magnetwand hat M -7 =0.

Magnet habe Liange 21, Radius a, Querschnitt F' = ma?.
Koord.ursprung in Magnetmitte.

Sei 77 Ortsvektor zu Punkt ) aulerhalb des Magneten.
Abstande r1 = PiQ,ry = P>() zu Polen P;, P5. Dabei r < ro.
Seien p, z Zylinderkoordinaten von 7,

r?=p’+ 2%
Ubung: zeige, daB fir p, z > I,

A7V = —MF <i—i>
r1 ()

Ubung: daraus durch Reihenentwicklung bzgl 1, ry fiir > [

A = QZMFQE.
ozr

Ubung: zeige, daB8 dies Dipolfeld ist (wie zu erwarten war).
Ubung: Berechne ¥ und H auf der Achse innerhalb des Magneten.
Ergebnis lautet

7 ov M [ —z n [+ z
z = —
0" "2 [T @ JirPra

Jeder der Klammerbriiche < 1, also H und M umgekehrtes Vorzei-
chen.

Da B = po(H + M) sagt man:

H ist entmagnetisierend.
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Diinner Stabmagnet [ > a: bei 2 = 0 und 2z = +£{

— — l
HO)y=—M(1-——) ~o0,
©) < \/l2+a2>

— — l 1 -

Also

B erreicht in der Mitte des diinnen Magneten vollen Wert ,uOM :
So iiber fast die gesamte Magnetldnge hinweg.
An den Polen fillt B (steil) auf den halben Wert $uoM ab.

§164 Entmagnetisierung

Alle Permanentmagnete haben antlparallele M H.
Grund div B = 0, also B =rot A.

B-Linien sind also geschlossen (reine Rotation).
Verlaufen teils im, teils auflerhalb Magnet.
Integriere H entlang einer E—Schleife,

nicht notwendig im mathematisch positiven Sinn,
sondern im Sinne (mittlerer) positiver B-Richtung.
Wegen rot H = 0 und Stokesschem Satz

fdf.ﬁ:o.
B

AuBerhalb des Magneten im Vakuum B = poH.
Also positiver Beitrag zum Integral:

denn dl und H gleichgerichtet mit B.

Also innerhalb des Magneten

/df-ﬁ<0.

innen
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Aber nach Voraussetzung Integrationsweg

/df-§>0.

innen

Es ist 1
M=—B-H.
Ho
(Achtung: hier steht immer g, nicht p). Also

/df-M>o.

Vgl mit entsprechender Glg fiir H oben:
Im Mittel entlang jeder Linie durch den Magneten M || H.
Ubung: der Ringmagnet.
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KAP 8 MAGNETISCHE INDUKTION

§165 Hintergrund

Bisher: elektro- und magnetostat Glgen.
Dazu kommen 2 zeitabhéngige Terme hinzu:
(i) Faradaysche Induktion
(ii) Maxwellscher Verschiebestrom
Damit vollstdndige Maxwellsche Glgen.
Faradays Vermutung nach Oersteds Entdeckung:
Wenn Ldg auf benachbartem Leiter Ldg induziert:
Kann Strom in benachbartem Draht Strom induzieren?
Antwort ja und nein:
keinen stationdren Strom, nur temporéren.
Faraday 1831:
Stromstof} (also I fiir kurze Zeit) entsteht in Leiter wenn
(i) Strom I” in Nachbarleiter ein- oder ausgeschaltet wird
(ii) Nachbarleiter mit Strom [’ bewegt wird
(iii) ein Permanentmagnet ruckartig bewegt wird.
Faraday: ;’durch Anderung von B.
Ampere (zur Erinnerung): stationires B durch stationires .

§166 Integralform des Induktionsgesetzes

Sei C' Leiterschleife mit Linienelement di.

C berandet oo viele Fliachen S; Flachenelemente da.
Def Magnetischer Fluf durch S ist

@z/dd‘-é.
S

Erinnerung: elektromotorische Kraft (EMK) ist

j[df-ﬁ.
C

Heutige Formulierung von Faradays Beobachtungen

RN d .
7{ ai-E=-2 [az. B (166.1)
C dt Jg
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Minuszeichen ist Lenzsche Regel.

Beachte: in SI-Einheiten keine Prop.konstante in (166.1).

Zwei mogliche Ursachen fiir Fluflanderung:
(i) Anderung von B (Strom ein-/ausschalten, Magnet bewegen)
(ii) Anderung von dI (Leiterschleife bewegen)

§167 Differentialform des Induktionsgesetzes

Verzichte auf (ii): Leiterschleife festgehalten. Genauer:
Folgende Glg gilt in Koord.systemen, wo Schleife fest.

Dann
0B
| da-B= [ da-==.
!S5 [ a2

Forme Linienintegral in (166.1) mittels Stokesschem Satz um

— — d —
Oz%dl-EJr—/d&-B
c dt Jg

0B
: d_’l E —
/Sa (Vx +8t>

Soll fiir beliebige S gelten: Integrand mufl verschwinden

0B
VxE+22 2o,
Bty

Dies ist eine vollstdndige Maxwellglg.
Vgl. mit Elektrostatik
V x E=0.

§168 Magnetische Quellenfreiheit und Induktionsgesetz

%df-ﬁ: —i/da’-é. (168.1)
C dt Js

Sei S’ eine andere Fliache mit demselben Rand C.

}édf.ﬁz—i da' - B.
c dt Jo

Nach Becker-Sauter.
Induktionsgesetz
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S und S’ bilden geschlossene Flache.

dd hat auf S und S’ dieselbe Richtung.

Wenn da auf S aus geschlossener Flidche hinauszeigt,
...dann zeigt da’ auf S’ in sie hinein.

Betrachte also —da’ auf S’

- - d —
7{ dl-E=— [ (—da')- B. (168.2)
c dt Jg
(168.1) minus (168.2)
d .
0=—— da- B.
dt S’Sl

Hier zeigt jetzt da auf ganz S, S’ vom Innern weg.
Also

%dc?- B = const.

const ist prop zu den in S, S" umschlossenen mag Ldgen:
Null!

§169 Induktionsgesetz aus Ampereschem Gesetz

Nach Becker-Sauter, Abschnitt 5.3.
Ampere: Kraft zwischen Leitern. Heute: Kraft durch B

dF () = IdI(F) x B(7),
F(7) = qi(F) x B(7).

Zweite Glg Lorentzkraft.

Biot-Savart und Ampere: B und damit F' durch j.

Faraday: j durch B-Anderung.

Dennoch sind beide tief verkniipft. Zeige nun:

Lorentzkraft (Amperesches Gesetz) — Induktionsgesetz.

Aber nur fiir bewegte Leiterschleife, nicht fiir 9B /Ot.

Induktion im letzteren Fall bleibt Grundgesetz.

Drahtring C' (Rand von Fliache S) bewege sich, Magnet sei fest.
Form von C' bleibt erhalten: keine Verbiegungen.

Elektronen im Draht bewegen sich durch Magnetfeld.

179



Lorentzkraft

F =etvxB.
Hat F Komponente entlang C' dann Bewegung der e~: Strom.
Def induzierte Feldstirke

—

E=7xDB.

Linienintegral hiervon

- ]{(dfx 7) - B. (169.1)

C
-> ->
ds = v dt
O——==———————= 0O O O
O —=====————= o (o]
O0<—————————— o] o]

o] o] o]
o<————————— - o}
0 | -> 0
0<————————- |dl o
o] o] o]

O—=—===———— (o] o

o] o] o]
O<———=—=————- o} o
O<—————————=== 0O 0 O

Jeder Drahtpunkt wird in dt verschoben um (Bild)
vdt.
Also ist
dtv x dl = da

Fléchenelement, das bei Bewegung von C' iiberstrichen wird:
Leiterschleife x Verschiebung.

Topologie dieser Flache Z: Zylindermantel ohne Deckel.
Also

dtj{(dfx 7)-B = / di- B. (169.2)
c Z
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Integriere jetzt iiber Zylindermantel Z plus 2 Deckel S.
Wegen magnetischer Quellfreiheit

=7§da.é

:/da- +/d’-§+/ da - B
A Sy Sttat

:/d&’-é—/d -§+/ da - B
A Sy Sttdt

:/da-éﬂui da - B
2 dt Js

wef]
Q|

Ql

092 g f{ @ix5) B+al [ da B
C dt S,
69.1) — d L o=
dt ¢ di-E+dt~ [ da-B.
C dt S,

Also Induktionsgesetz

j{df-ﬁz—i da - B.
c dt Jg

Wenn Galileiinvarianz angenommen wird:

Dann letzte Glg auch fiir bewegten Magneten und ruhendes C.
Neuer Faraday-Effekt jedoch, nicht aus Lorentzkraft herzuleiten:
%—f kann ohne Bewegung Strom induzieren.

§170 Amperesches Gesetz aus Induktionsgesetz

Genauer: Lorentzkraft aus Induktionsgesetz. Siehe Jackson.
Relativbewegung v zwischen Leiterschleife und Magnet.
Zwei gleichberechtigte Beobachter:

1. Ruhsystem des Magneten.

2. Ruhsystem der Schleife.
ad 1. Leiterschleife wird mit ¥ bewegt. Dann

—/da B= /da 8—B+7{df-(§xﬁ).
o Jo

Postulat Galilei-Invarianz:
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Induktionsgesetz gilt in jedem Inertialsystem in gleicher Form.
Nur E und B transformieren sich.
Setze letzte Glg in Induktionsgesetz ein. Nach Umstellen

Lo , B
fdz-(E—ﬁxB):—/da-a—.

ad 2. Induktionsgesetz lautet im Ruhsystem der Schleife
- OB,
j{dl-Eoz—/ch-—O.
c S ot

B = By,
E_;:E—:()-l-?j)Xéo.

Vgl letzte 2 Glgen

Jackson rechnet ad hoc mit B = B,.
Zweite Glg: Lorentzkraft.

§171 Energie des magnetischen Felds

Abschnitt 7.3 in Becker-Sauter.

Elektrische Energie:

bringe infinit Ldgen in el Feld vorhandener Ldgen.
Magnetische Energie:

bringe infinit Stréme in mag Feld vorhandener Stréme.
Strome dabei in Leiterschleifen.

Feldenergie = Arbeit, die zum Aufbau des Systems notig ist.
Berechne mag Energie nur fiir folgendes Experiment:

Jeder Stromkreis hat konstanten Strom I;.

Bei moglicher induktiver Anderung von I;:

Zuschalten von Batterie im Stromkreis hélt I; konstant.
Allgemeine Herleitung der mag Energie dagegen kompliziert.
Warum ist Arbeit notig?:

Jeder neue infinit Strom dndert mag Flufl durch alle Stromkreise.
induziert EMK = Spannung in allen Schleifen

andert alle Strome

Batterien leisten Arbeit, um I; wieder herzustellen.
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Unendlich langsames Einbringen der infinit Stome hilft nicht:
FluBanderung d® bleibt gleich.
Arbeit héngt von d® ab, nicht von d®/dt: Faraday

Uzy{df-ﬁz—@.

El Leistung U1, also el Arbeit (Minus: geleistete Arbeit der Akkus)

dW = —Uldt = 1d®.|

Erforderliche Arbeit, um Strom I; in Schleife 7 zu erhalten,
...wenn mag Flufl ®; durch die Schleife

...durch Einbringen eines infinit Stroms um d®; geédndert wird.
Zerlege jede Schleife in ein Netz infinitesimaler Sub-Schleifen.
In diesen ist B-Feld jeweils konstant.

|

o | I | o Zerlegung einer
o B_3| B_4| I Stromschleife in
o____l____I____I____o infinit Sub-Schleifen
0 | | | o mit konstanten B_i

o___l____I____lI___o

o | I | o
ol____l____lo
o o0 o

Arbeit in Sub-Schleife
W = Id?® = Ida - dB.

Ist Differential zweiter Ordnung.

Achtung: Jackson ist hier nachléssig mit Differentialordnung.
dB ist Feldinderung durch Einbringen von infinit Strom.

I ist finit: Strom in Schleife: konstante Kennzahl der Schleife.
Mit Vektorpotential geschrieben

W = Ida -V x dA.
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Definition von “rot” ist (beliebiges F)
d@-Vxﬁ:j{dﬁﬁ.
Also
d2W:17§df.dfT.

Summe iiber alle infinit Schleifen in allen (Makro-)Schleifen:
Gesamtarbeit bei Einbringen von infinit Strom

dW =) d*W = ij{df.dfi’.
Ersetze Summe iiber Sub-Schleifen durch Raumintegral
S 1di'= i

(Genau wie beim Beweis [ d*rvecj = 0 nach P&P.))
Also

dW:/d?’rf-dff.
Amperesches Gesetz V x H= j gibt
AW = /dSr(v x H)-dA.

Vektoridentitét
V-@xb)=(Vxa -b—(Vxb)-a
gibt
AW = /d3r(v x dA) - ﬁ+/d3rv (H x dA).

Forme 2. Integral in Oberflachenintegral in co um.
Dort sollen alle Felder verschwinden, also

AW = /d3r(v x dA) - H.
Jetzt wieder V x A = é,

dW = /d?’rﬁ-dé.
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Vgl Elektrostatik
dW = /dgrﬁ-dﬁ.

Sind vollig allgemeine Glgen.
Weiter mit Materialien, fiir die B = pH linear.

1 5
AW = —/d3rB-dB.
0
Also Energiegehalt

1

W=_— / d*rB>.
20

Magnetische Energiedichte (fiir y = const)

32

ezﬂ.

§172 Induktivitit

Definition

Thema: Stréme in Leitern: technische Anwendungen.

Achtung: nur Niederfrequenzwechselstrome.
Vgl Kondensatoren Elektrostatik:

¢ = Z Cij ;.

Ldgen ¢; auf Leitern mit konstanten Potentialen ®;.
Kapazitdten Cj;. Kleine Rechnung gab

1
W = 5 Z Z Cl'jq)i(l)j.

Magnetostatik: Betrachte n Stromkreise (Spulen) Iy, . ..

Induktion und Selbst-Induktion.
Annahme: p© = const.
Mag Fluf (gleiches Symbol wie Potential oben)

O~ B~

Lineare Superposition der Felder von I, ..., I,.
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Also Ansatz

CI)Z' = zn: LijIj-
j=1

Mit Induktivitét L;;, Selbstinduktivitéat Lj;.
Vergleich E- und M-Statik:

Kondensator <> Spule

Spannung <> Strom

Ladung <+ mag Fluf3

Kapazitat <> Induktivitét

Mag Feldenergie
Arbeit = el Leistung Ul x Zeitintervall dt

dW = Z LU;dt

Selbstinduktivitit der langen Spule

Strom [, Lange [, Windungszahl N, Querschnittsflache gq.
Magnetfeld im Innern H = N1/I.

Also Induktionsfluff durch N Drahtschleifen (Fléche!)

b = ppugNg- NI/I.
Also Selbstinduktivitat

L = ppoN*q/l.
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Wechsel-Induktivitditsformel
Li;I; ist mag Flu durch Fliche A; wegen Strom I,

Achtung auf i, j!
Seien drj, dr; Linienelemente des i-ten und j-ten Kreises.

(Hier besser geeignet als dl, siehe unten.)
Mit Stokesschem Satz

Lijl; = ]édﬁ L A7)

Erinnerung: oben gezeigt, daf

VXB_MOJa
V-B=0,
Lsg hat
E:ng,
2=y
A:@ d3’l°/ Z(Tz
47 17— 7|
Benutze
d3rj:IdF.

Beides einsetzen

1) S |
? J

dr; - dF;
L”:%Or?{f\;—;?'
i — Ty

Rechte Seite: aufler g keine elektrische Grofie.
Induktivitét ist reine Geometrie!

Es gllt also Lz] = Lﬂ

Dasselbe in Jackson 5.17.

Ubung: Sommerfeld, gerader Leiter, geometrische Lsg 1854

Also
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§173 Selbstinduktivitit

Problem: wird obige Formel fiir L;; auch fiir L;; benutzt:
Singulér: 7; = 7;.

Trick: zerlege Draht in oo viele benachbarte Stromfaden.
Entsprechende Herleitung wie oben gibt fiir Selbstinduktivitét

/[

Deutung: Die § wieder entlang des Stromkreises.

Das [ [df df’ iiber alle Paare von Stromféiden im Draht.

Diese haben Querschnitt df df’, der ganze Draht q.

Ubung: diese Herleitung im Detail.

Langliche Rechnung gibt fiir kreisformig gebogenen Draht, falls
Drahtradius a@ < Kreisradius a,

L:,uoa<1n8—a—z>.
a 4

Ubung: diverse Selbstinduktivititen ausrechnen.

§174 Transformatoren

Def Transformator: 2 Stromkreise, mit Wechselstrom in einem.

Def Feste Kopplung:

Durchsetzt mag Feldlinie einen Stromkreis, dann auch den anderen.
Realisierung: beide Stromkreise auf denselben Eisenkern wickeln:
Feldlinien verbleiben in diesem.

Beachte: Eisenkern mufl geschlossen sein.

Beachte: es gibt Li1, L1g, Loo.

Sinn des Trafos: niedrige Outputspannung bei hoher Inputspannung.

8175 Generatoren und Elektromotoren

siehe Bergmann-Schéfer.

§176 Magnetische Diffusion und Induktionswirme

Jackson 5.18.
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§177 Wirbelstrome

Jackson 5.18.

§178 Kraft auf stromfiithrende Leiter

Details in Panofsky und Phillips Kap. 10.
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KAP 9: MAXWELLSCHE GLEICHUNGEN

§179 Maxwellscher Verschiebungsstrom

Was haben wir bisher gemacht?
Grundglgen der Magneto- und Elektrostatik

div D = 3
rot £ = 0,
rot H = j’,
div B = 0.

Hinzunahme der Induktion (zeitabhéngig!)

divﬁzp,
. 9B
tE+— =0
R TR
rot H = 7,
div B = 0.

Jetzt noch Term im Ampereschen Gesetz rot H= j hinzu:
Nehme div im Ampereschen Gesetz

0= divrot H = divf.

Gilt also nur fiir stationére Stréme div j = 0.
Fiir zeitliche verédnderliche Strome gilt aber Kontinuitatsglg

ap
ot

Dann ist Amperesches Gesetz falsch, denn

+divj = 0.

= - 0
0= divrot H = divj = — L £ 0.
ot
Maxwell: setze div D = p in Kontinuitatsglg ein

%(div D) +divj = 0.
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Also

Maxwells grofle Idee: ganzer Klammerausdruck ist wahre Stromdichte.
Zweiter Term war bisher unbekannt. Neuer Effekt!
Damit Ampere-Maxwellsches Gesetz
- - 0D
tH=j+—.
o I ot

Dieses stimmt immer:

. . dD
0 2 divrot H = div <j+a(9_t> KEG ),

(VA = Vektoranalysis; K+G = Kontinuitétsglg + Gauflsches Gesetz)
oD /0t heifit Maxwellscher Verschiebungsstrom.

7 heift dann Leitungsstrom.

Zuriick zur Def: D hat Einheit Ldg/Fléche.

Also ist D Ldg, die pro Zeit durch Fliche tritt:

Stromdichte (Ldgsfluf}).

Immense Bedeutung: verdnderliches el Feld erzeugt mag Feld.

Dies selbst wenn kein Leitungsstrom flieit: Licht im leeren Raum.
Ohne Verschiebestrom kein Licht.

Maxwell postuliert auch im Leiter Verschiebestrom:

ist aber viel kleiner als Leitungsstrom.

Griffiths zitiert Bork (1963):

Maxwell fand Verschiebestrom aus einem Athermodell.

Ist heute irrelevant.

Rettung der Kontinuitatsglg fiir Maxwell nur gliicklicher Umstand.
Heute fundamental.

§180 Maxwellglgen
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Somit lauten die vollstdndigen Maxwellglgen

divﬁzp,
divézO,
)
tE=——
0 87&
rotH—j—l—

ot

Grundglgen der klassischen Elektrodynamik.
Beachte: keine Zahl (1, 4), keine Konstante (e, 1), nur ein —.

Die priméren Felder stehen zusammen: E , B.
Abgeleitete Felder und Materialfelder stehen zusammen: H, D, p, j.
Im Vakuum

EZEOE,
é: ,u()ﬁ

Sommerfeld beginnt mit Postulat der Maxwellglgen in Int.form

j{daﬁ:/dvp,

S 1%
%da-ézo,

S

fdf-ﬁz—i di- B
c dt Jg

j{df-ﬁ:/d&’(f+5).
C S

1: Coulombsches Gesetz in Gauflscher Form,

2: es gibt keine magnetischen Ldgen,

3: Faraday: Induktion,

4: Ampere: Strom macht Magnetfeld, Maxwell: Verschiebestrom.

Fiir D = 0 verschwindet Zeit aus Glg 4.

Nach Glg 1 ist dann p = 0 an jedem Ort.

Ist Grundlage der Magnetostatlk

Stationéres j erzeugt statisches B.

Stationdr = unverédnderlich, zeitunabhéngig; aber nicht unbewegt.
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§181 Eichtransformationen

Quantenfeldtheorie ist Eichtheorie.
Ursprung der Idee in Elektrodynamik.

Schreibe Maxwellglgen mit Skalarpotential ® und Vektorpotential A.

V- B =0 ist erfiillt wenn
B =V x A.

Dann wird Induktionsgesetz

VXE:—@:—Q(VXZ).

ot ot
Vertausche 0/0t und Vx,

Dies ist erfiillt wenn

- 0A
E + 5 —Vo
Also ganz allgemein:
B=V xA
und _
~ 0A
E=-Vo— Ere
Dies ersetzt Grundgesetz der E-Statik
E=-V0.
Mit diesen Glgen fiir B : E ist automatisch erfiillt
V-B=0,
~ 0B
VxE= TR

Die beiden anderen Maxwellglgen lauten dann im Vakuum

AD + 2(v - A) = —p/e,

ot
- 10%°A ( - 16@)

ANA— =228 B
c2 Ot? ViV +028t
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Nurmehr 2 Maxwellglgen zu 16sen!

c ist Lichtgeschwindigkeit.

Entkopplung der Glgen mit Idee der Eichfreiheit:
B bleibt wegen rot grad = 0 unverdndert, wenn

A A= A+ VA,

Damit dabei auch E unveriindert bleibt, muf

oo —p_ 2
ot
Denn
B =-vo - A
= —(V® — VA) — (A + 8§, VA)
—_Vd-—A=E.
Skalare Funktion A(r) ist beliebig.
Wihle sie so, daf3
S5, 109
V- -A'+ = = 0. 181.2
i 2 Ot ( )
Ist dies méglich? Einsetzen von A’, ®' gibt Forderung an A
1 9?°A S 109
AN — ——=-V - A— ——.
c? Ot? v c? Ot

Lsg dieser Poissonglg (rechte Seite vorgegeben) gibt gesuchtes A.
Also Lorenzeichung (181.2) und die 2 zugehorigen Maxwellglgen

L 10d
AL =
VoAt - =0,
1 0%®
L1924 .
A= G =

(Striche weggelassen).
Geben gleiche Physik wie 4 Maxwellglgen (aber Eichfreiheit fehlt).
Nach L.V. Lorenz (1867; Déne): Lorenzeichung
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# H.A. Lorentz (Hollénder): Lorentzkraft, Lorentzkontraktion.
Selbst Lorenzeichung hat noch verbleibende Eichfreiheit:

Erfiillen A und ® die Lorenzeichung und Maxwellglgen,
...dann auch A+ VA und & — 0A/0t, wenn

1 9%A

Zweite wichtige Eichung: Coulombeichung
V-A=0.

Hierin wird Maxwellglg fiir ®

A<I>+%(V-ff) = —p/eo

auch in voller E-Dynamik zur Poissonglg der E-Statik
AP = —p/eo.

Diese Glg beschreibt Coulombkraft, daher Coulombeichung.

§182 Energiesatz fiir elektrodynamische Felder

Wiederholung: Divergenz und Flufs
Ladung ¢ = | d®r p ist Erhaltungsgrofie.
Kann in festem Volumen nur durch Abfliefen verringert werden

5 | ot == [ da- (o)== [ #rv (o),

Beliebiges aber konstantes V', also

dp L
EﬂLV-(pv)—O.

Jede Erhaltungsglg hat diese Form.

pv heifit Ladungsfluf3.

(Dieselben Symbole auch: Massenfluf, mit Massendichte p.)
Ist auch (Ladungs-)Stromdichte j = p.

Neu weiter
Energiesatz fiir elmag Felder: Poynting 1884.
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Hier nur im Vakuum. Fir Medien siehe Jackson.
Energiedichte des el und mag Feldes

Ue E—OEQ,
2
1
Uy = — B2,
2410

Einheit J/m3.
Dies wurde in Elektro- und Magnetostatik hergeleitet.
Wir zeigen unten u.a.: gilt auch in Elektrodynamik.

Also Gesamtenergiedichte des Feldes
1 1
u = —-(eE*+ —B?).
2( ’ Ho )

Arbeit des Feldes an Ldgen: magnetisches Feld 0!
Denn Lorentzkraft | #. (Details: Ubung)
El Feld: Arbeit pro Zeit

— d_) — — —
F-d—::qU-E:/d?’rj-E.

Im letzten Schritt Integral iiber Ldgsdichte.
In Leitern, bei sehr haufigen Stofien:
beschreibt dieser Term Energieverlust, Erwarmung, Ohmsches Gesetz.

Herleitung Energiesatz
Amperesches Gesetz samt Verschiebestrom, im Vakuum

Also

€0 8E2]
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Induktionsgesetz V x E = —9B /8t benutzen

S L 1 Lo 1 OB ¢, 0L
3’-E:—/3 V- (ExB)+_——2—_ 42077 |
[ B [ e (B By B 0

Also . 3
— | &j E=[dr|—V-(ExB)+2%].
/ " / ' [uov (ExB)+ 3t]
Da Volumen beliebig, mufl Glg fiir Integranden gelten

ou 1 . R
Ist Energiesatz der Elektrodynamik.
Deutung, von links:
1. Term: zeitliche Anderung der Feldenergie an einem Ort.
2. Term: Divergenz, Abflufl der Energie von diesem Ort (infinit Vol).
3. Term: Energieverlust an Materie: Beschleunigung bzw Warme.
Nach dieser Deutung ist der Poyntingsche Vektor

~ 1 -
S=—FEXxXB
Ho
Energieflufl oder Energiestromdichte.
Einheit m‘g -

§183 Impulssatz fiir elektrodynamische Felder
Lorentzkraft auf einzelnes Teilchen
¢(E 4+ 7 x B).
Summation iiber alle Teilchen
/d%(pﬁ + 7 x é)
Newton II: Anderung des Gesamtimpulses ]3mech der Teilchen

dﬁmec " = )
pn L /dST(pE-I—] x B).
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Maxwellsche Glgen einsetzen

p:eov-ﬁ,

-1 . JFE

j=—V X B —¢—,
o ot

Damit (pgeq = 1/c%)

deech _ /d3T60

p E(V-E)+ B x =— —Bx (V x B)

Produktregel

gibt

Ew.ﬁ)mxaa_f_czgx(wé)

= / reg

(i) Integrationsvolumen sei konstant: 0/0t aus Integral zichen.
(ii) Benutze

— — 1—»‘ - 1—»
EoEXBZGOILL()%EXB:gS.

(iii) Benutze Induktionsgesetz

_ 0B
VXE——E

(iv) Addiere aus Symmetriegriinden eine Null:

Z?B(V-B) =0.



Deutungsversuch, von links:
1. Term in Klammer: Mechanischer Impuls
2. Term in Klammer: elmag Impuls. Damit ist elmag Impulsdichte

Preia = S/,

Achtung: hingegen S Energiestromdichte = Energieflufl.

Integrand rechts: Impulsstromdichte = Impulsfiuf3.

Damit dies stimmt, muf3 rechts aber Oberflachenintegral stehen:
Abstromung von Impuls aus Volumen, also durch Volumenoberfléiche.
Formel der Tensoranalysis. Sei f beliebiges Vektorfeld. Dann

—

= = 2 = =
v (Foi-L1)=fv i) - Fx <P,

Rechte Seite tritt genau oben auf.
Definiere also Maxwellschen Spannungstensor

. 4 |
I:eo{E®E+02B®B—§(E2+CQB2)11.

Dann

—

d o
_(Pmech + PFeld) - /
dt y

Gauflscher Satz gilt auch fiir Tensoren.
Rechts steht gewiinschtes Oberflachenintegral.
Elektromagnetischer Impulsflufl 7.

d3rv-z:/da‘.z.
S

§184 Drehimpulssatz fiir elektrodynamische Felder

Ubung 6.10 in Jackson.

§185 Vektoreigenschaften der Felder

Polarer Vektor: kehrt bei Spiegelung Vorzeichen um.
Axialer Vektor: nicht.
Kreuzprodukt gibt axialen Vektor: (“—” sei Spiegelung)

—

C=axb— (—d)x (=b) =2
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Induktionsgesetz

ﬁ OB
E=-"".
V X 5

E ist polarer Vektor, weil Kraft F= qﬁ polar.

Also V x E axialer Vektor.

Also muf} rechts auch axialer Vektor stehen:

B ist axial. Dasselbe folgt aus Lorentzkraft.

Polar: E, 5, f, S.

Axial: é, H.

Ebenso gibt es Skalare und Pseudoskalare.

Letztere dndern bei Spiegelung Vorzeichen.

Z.B. Spatprodukt dreier polarer Vektoren a - (5 X C).
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KAP 10: ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN

§186 Die freie Wellengleichung

Wellen in ldgsfreien Gebiet.
Maxwellglgen im Vakuum, ohne Ldgen und Strome

divE =0,

div B = 0,
ﬁ 0B
tE=——
Iro at,
. 10E
tB=—-—,
ro c2 Ot

Nehme (i) rot der letzten beiden Glgen,
(ii) vertausche mit 9/0t, und
(iii) benutze beide Glgen nochmal,

= 0 - 1 0% -
rotrot £ = —arotB = —E@E,

. 10 = 10> =
rotrot B = garotE = _E@mt B.

Vektoranalysis
rotrot £ = graddiv K — AFE.

Erster Term ist hier 0 wegen der ersten 2 Maxwellglgen oben, also

. 10%°E
AE — ——— =
c? Ot? 0
und ebenso )
- 10‘B
AB— ——— =0
2 Ot?

Ist Wellenglg.

§187 Ebene Wellen

Einfachste Lsg: planar fortschreitende Welle

(186.1)

(186.2)



EO konstant.
Ubung: diese Glg geometrisch verstehen.

Einsetzen )
2 W
k - ? —_— 0.
Ist also wirklich Lsg, wenn
W
= — = =+c.
U= c

Phasengeschwindigkeit v, = Lichtgeschwindigkeit c.

Mathematisch fertig: Lsg der Wellenglg gefunden.

Physikalisch: nur Realteil der Lisg nehmen.

Ubung: rechne dasselbe in Materie mit Brechungsindex n: vy = c/n.
Allgemeine planare Lsg von (186.1) ist

—

E(z,t) = f(k -7 — |k|ct) + gk - 7 + |K|ct),

wobei f g belzebzge Fkten eines Arguments.
Denn sei f7 erste, f” zweite Ableitung von f nach dem Argument.
Dann (Ubung: zeige dies)

Af=KT"
82][ 227N
o2 =Rer
Also -
L1 0%f

Ebenso fiir g.

§188 Kugelwellen

Betrachte monochromatische Welle (eindeutiges w)

—

E(Ft) = Ey(F)e ™",

Einsetzen in freie Wellenglg

w\ = =
(A+§) Ey = (A+k*)Ey = 0.
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Hat viele andere Lsgen neben ebenen Wellen.
Annahme: sphérische Symmetrie. Dann

A N 20
o2 ror
Fiir sphérische Symmetrie £ (r) verschwinden die Winkelterme.

Dreizeilige Rechnung (Ubung) zeigt:
Lsg der Wellenglg dann: Kugelwellen (Amplitude 1 gesetzt)

2 +ikr
(a +23+k2)e — 0.

or2 ' ror r

Beachte k - 7 bei ebenen vs kr bei Kugelwellen.

Kugelwelle mufl nicht sphérisch symmetrisch sein:

Kann auch #¢-Abhéangigkeit haben —

solange Laplaceglg bzgl Winkelterme gilt:

Laplaceoperator in sphérischen Koord (nicht sphiar Symmetrie)

0? 2 0
A=t
Lo 19
r2002  r2tan6 00
S
r2sin 0 0¢?

Nenne zweite plus dritte Zeile: Winkelterme “WT”.
Wellenglg dann

0=(A+k)E(r,0,0)
_ (5‘_ P20 ey {WT}> F(9,0)°

. 82 2 8 ) ej:ikr e:l:ikr .
= F(0,9) (er;aqu) + . {WT}F(0,9)

+ikr
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Kugelwellenlsg der Wellenglg, wenn gilt

1 0? 1 9 1 9%\ =
(5892 + r2tan 6 O * m@> F(0,) = 0.

Ubung: Im-Moden. Sternpulsation.
Ubung: welche Vorzeichen fiir auslaufende/einlaufende Kugelwellen?

§189 Elmag Wellen sind transversal

Nochmals Maxwellglgen

divE = 0,

div B = 0,
L 9B
tE=——"
Iro at,
. 10F
tB =~
ro c2 Ot

Wellenglg wurde aus Maxwellglgen durch Differenzieren gewonnen.
Dabei gehen Konstante, also Information iiber Lsg verloren.

Diese jetzt suchen:

Setze Wellenlsg in Maxwellglgen (nicht Wellenglg) ein.

Konkret fiir ebene Wellen

E_;(F, t) — E_I’Oe:l:i/;ﬂ?—i(.ut7

B(7,t) = B’Oeiilgf—iwt.

In die beiden div-Glgen einsetzen, gibt

k- Ey =0, k- By=0.

El und mag-Feld stehen senkrecht zur Ausbreitungsrichtung.
Diese Aussage ist fiir elmag Wellen universal richtig!
Bis hin zur QED. Grund: Photon ist masselos.
Elektromagnetische Wellen sind transversal.
Aus den rot-Glgen folgt

+ik x Ey = iwDBy,

— — 1 —
+1k X BO = ——QiWEo.
c
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oder
Cé() = :|:]A€ X E(),
E() = :FC]; X éo.
Setze zweite in erste Glg ein
B’QZ—]%X(I%XB)())
= (k- k)By — (k- Bo)k = B,.

Tautologie, also sind beide Glgen identisch.
Also nur eine dritte Relation

Cé() = :|:]A€ X Eo.

El und mag Feld stehen aufeinander senkrecht.
Beachte: B ist um Faktor c kleiner als E.
Poyntingvektor tE X B zeigt in Richtung Wellenausbreitung.

Ubung. Zeige, daB zeitliches Mittel (harmonische Welle) der Energie-
dichte (nicht EnergiefluB) u = e Ef ist.
Ubung. Wie lautet all dies in Medien mit Brechnungsindex n?

§190 Polarisation

E , B : +k bilden in dieser Reihenfolge Rechtssystem.
Ab jetzt Vorzeichen in k hineinziehen: nur noch k.
Sei

Ey = Eyéy,

By = Byés.
Heiflen linear polarisierte Wellen.
Polarisationsrichtungen é1, é5.
Beliebige Polarisationsrichtung mittels

E(F, t) = (Elél + EQéQ)@iE'F_Wt.

Mit Fn, By € R:
F linear polarisiert, Winkel atan(Fy/FE;) mit é;.
Sei Bh € IR, aber Ey = +1Ey: zirkular polarisiert.
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Also .
E(7,t) = Eg(é1 £ iéy)e™ ™1,
Z.B. Ausbreitung in +2z Richtung. Dann Realteil

E.(7,t) = Eycos(kz — wt),
E,(T,t) = FEpsin(kz — wt).

Also |E| = Ey = const.

Fiir festes z: el Feldvektor E kreist.

Optik: zirkularpolarisiert. Teilchenphysik: Helizitét.
Fiihre neues Basissystem fiir zirkulare Polarisation ein:

1
ér = —(é1 k£ iéy),

V2

mit Eigenschaften

el -ex =1,

ey -ex = 0.

Achtung: % nicht vergessen.

Damit .

E(F,t) = (Bréq + E_é_)e ™!,

Hier kein .

Stokes-Parameter: Abschnitt 7.2 in Jackson und Ubung.

Merke: Komplexe Algebra (€) ist nur Rechenhilfe.

Ist einfachste Moglichkeit, 90 Grad Phasendifferenz zu beschreiben.

Am Ende der Rechnung immer Realteil nehmen.

§191 Reflektion und Brechung

Hier nur Summary. Rechendetails in Ubungs-Essay.

Ubergang planare Welle von Vakum in Medium mit konstanten s, e.
Beschreibe dies mit Brechungsindex n.

Ubergangsebene sei z = 0.

Drei Wellenanteile: einfallend, gebrochen (’), reflektiert (”)

=ik r—wt 21 (K P—wt 2 (K P—wt
) ) i) 1)
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w const, k, k', k" verschieden.

k= k" =nk' fir Betréige der Wellenzahlvektoren.
Sprungbedingungen an E und B bei z = 0 miissen fiir alle ¢ gelten.
Also muf} e-Faktor bei z = 0 fiir alle ¢ gleich sein,

(k- 7)sz0 = (K- M=o = (K" - 7).=0-

k, k' K" miissen in einer Ebene liegen.
Sei a, o/, " Winkel der Wellenvektoren mit Normale zu z = 0.
Dann folgt

ksina = k'sina’ = k" sina”.

Damit folgt Spiegelgesetz
a=«

und Snelliussches Brechungsgesetz

sin o/

: =n.
sin v

n > 1: Lichtstrahl wird vom Lot weggebrochen.

Erst jetzt (elektrodynamische) Sprungbedingungen an F und B.

Fiir senkrechten Einfall findet man nach Rechnung

Ey, 2

Ey n+1
By n—1
Ey n+1

Beachte E| + E{ = Ej.
Ubung: Polarisation durch Reflektion und Totalreflektion.

§192 Der Gaufische Strahl

Ebene- und Kugelwellen sind schlechte Naherung fiir Laserstrahl.
Pionierarbeit Fox & Li (1961): Gaufischer Strahl.
Phanomenologie der Grundmode eines Laserstrahls:

Strahl hat fast sphéarische Wellenfronten

Intensitdt hat Gauflverteilung in ebenem Strahlquerschnitt

Strahl hat eine engste Stelle: Taille (nicht an der Quelle)
(Bei hoheren Moden statt GauB-Verteilung Hermite-Polynome.)
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Abbildung 192.1: GauBscher Strahl (Praktikum Ruhr-Uni Bochum).

Dies kann wie folgt aus Wellenglg abgeleitet werden.

1. Strahllsg

Dieser Abschnitt nach W. Lange, Einfiihrung in die Laserphysik, 1994,
sowie Pedrotti et al., Optik — eine Einfithrung, 1996.

Erstmals: Fox, Li, Kogelnik.

Lsgen der freien Wellenglg: ebene, Zylinder-, Kugelwellen.

Jetzt: Strahlen endlicher Breite/Dicke, wie im Labor.

Randeffekte: Intensitatsabfall.

Beginne wieder mit Wellenglg

Ebenso fiir B.

Voraussetzungen:

(i) betrachte nur monochromatische Wellen

(ii) betrachte nur eine Komponente von E: skalare Theorie

—

E(7t) — u(P)e ™.

Wieder k = w/c.
Erfiillt skalare Wellenglg

Au + k*u = 0.

Kart.Koord.

(iii) Strahl lduft in z-Richtung

(iv) Strahl weicht nur wenig von ebener Welle ab.
Origineller Ansatz

u(z,y,2) = V(z, y, 2)e k.

Der e-Faktor driickt ebene Welle in z-Richtung aus.
Der v-Faktor die Abweichung davon.
Einsetzen in Wellenglg: vernachlissige 0% /022.
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Denn Ortsabhéngigkeit soll meist in e-Faktor enthalten sein
— + =5 — 2tk— = 0. (192.1)

Heif3t paraxiale Wellenglg.
Hat Ahnlichkeiten mit Schrodingerglg.
Lsg.ansatz

W@y, 2) = exp [—i (p(z) + %)] . (192.2)

p und ¢ seien komplexe Fkten. Sei r? = 22 4 y2.
Einsetzen von (192.2) in (192.1) gibt

dp 1
— = 192.3
dq
— = 1. 192.4
o (192.4)
Definiere neue Fkten R(z),w(z) durch
1 1 A
-—= = —1—F. 192.5
qg R Zmu?(z) ( )
w: Strahlradius, R: Kriitmmungsradius des Strahls.
Einsetzen in Lsg.ansatz (192.2)
P(x,y, 2) = e P(2) g ikr?/(2R) =r?/w? (192.6)

Dritter Faktor Grund fiir Name “Gauflscher Strahl”:
Strahlintensitdt nimmt in 7-Querrichtung (!) mit Gauflprofil ab.
w heifit Strahlradius.

Dagegen ebene Wellen: | zur Laufrichtung oo ausgedehnt.
Zweiter Faktor.

Ebene und Kugelwellen haben Phasenfaktor e** und e’".
Hier x und r Abstand zur Wellenquelle.

Nimm Wellenquelle bei (0,0, z — R) an, mit r < R.

Betrachte Punkt (x,y, z). Abstand von Wellenquelle ist

2 2
VPR =P B = R\[1+ &~ Rt

209



Also Phasenfaktor

i 2 21 R2 i ik
e iky/x24+y*+R ~e zk:Re ikr /(QR)‘

Erster Faktor konstante Phase: egal.
Zweiter Faktor derselbe wie in (192.6).
Also hat GauBscher Strahl konstante Phase (rechte Seite)
wenn 22 + y? + R? = const (linke Seite).
Dies ist Sphéarenglg, nach Voraussetzung um (0,0, z — R).
Daher auch Name Gaufische Kugelwellen.
Aber nur in Strahlndhe. Bisher:

x sphérische Wellenflachen nahe Strahlachse

x GauBscher Abfall weg von Strahlachse
Es gibt (s.u.) Ebene z = zj, in der Wellenfront eben ist.
Also R — oo und nach (192.5)

q(20) = qo = 27T/1\u0 =izp
zr heifit Rayleighlénge.
Lege Koord.system so, daf} zy = 0.
Dann Lsg (192.4)
q(z) =qo+z=1zr+ 2. (192.7)

Dies in (192.5) einsetzen gibt fiir Real-/Imaginérteil

2
w(z) = woy[1+ =,
“R
.2
R(z) =2+ =&,
2

Strahlradius w und Kriimmungsradius R der Wellenfront.
Minimum von w bei z = 0: Strahltaille.

 Strahlprofil in Ausbreitungsrichtung: 1/4/1 + 22/z%.
Also fiir 2z < zp parabelformig, fiir z > zp linear.
Also fiir z > zp konstanter halber Offnungswinkel des Strahls

0 tang = L) o A

2 2R TWy

Dabei vorausgesetzt, dal 0 < /2.
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6 umso kleiner, je gréfler Strahldurchmesser im Vgl zu .
Auseinanderlaufen des Strahls ist Beugungseffekt.
Kriimmungsradius:
(i) R=z+ 2%/z ist 0o bei z =0
(ii) R hat Minimum bei z = 2zp,
(iii) R(z — o0) = 2.
(i) ist wie ebene Welle: kollimierter Strahl.
(ii) Ubergang zu:
(iii) ist wie bei Kugelwelle mit Ursprung z; = 0.
Sehr wichtig:
Taille ist nicht Strahlursprung.
Strahl 1auft in seine Taille hinein!
Erster Faktor.

(192.3) in (192.7)
dp i

dz  z4izp
Einfach zu l6sen. Insgesamt

" ) Wy - z ikr? r?
x,Yy,2) = —exp |[tatan— | exp | ———=| exp |—

e w P o) TP 2R | P wi(1 + [22/22])
Néherungsweise vollstéandige Lsg der freien Wellenglg.
Der Faktor wg/w sorgt fiir Amplitudenabfall bei Strahlaufweitung.

2. Optik mit Gaufsschen Strahlen

Geometrische Optik:

Kugelwelle aus Gegenstandsweite g erreicht Linse.
Kugelwelle hat bei Sammellinse Kriimm.radius g > 0.
Wird umgewandelt durch Phasenflachendeformation:
in Kugelwelle mit Kriimm.radius —b > 0.

Sei Brennweite f > 0. Dann Linsenformel

L1
g b f
oder dquivalent (Ry, = g, Rout = —b)
111
Roww R f’
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Idee:

genauso wandelt Linse Kriimm.radius R des Gauflschen Strahls um.
Gauflscher Strahl geht dabei in Gaulschen Strahl {iber.

Im Gegensatz zur geometrischen Strahloptik ist hier beriicksichtigt:
Wellencharakter des Lichts:

Gauflscher Strahl ist Lsg der Wellenglg.

Somit experimentelle Kontrolle iiber Beugung usw.

3. Hohe Theorie
Gauflverteilung von Licht in Ebene z = 0 wird angenommen

$2+ 2
Y(z,y,0) = Aexp (— 2y>-

Wy

Benutze Fresnelsches Beugungsintegral (lin. und quadrat. Taylorterm)
... um ¥(x,y, 2) in Ebene z zu berechnen.
Statt obigem Naherungs-Ansatz “paraxiale Wellenglg.”

§193 Greensche Funktion

Bisher nur homogene Wellenglg.
Aber wir fanden mehrfach nichthomogene Wellenglg, z.B.

Heifit allgemein Helmholtzsche Wellenglg.
Linke Seite beschreibt Signalausbreitung mit c.
Rechte Seite ist Anregung der Welle.

1. Greensfunktion

Betrachte Glgen der Form

1 0°0 ,
Fkt f ist vorgegeben.
Wellenglg ist linear, also Superpositionsprinzip: Lsgen addieren.

Idee: f ist beliebig. Um allgemein weiterzukommen, 16se

1o S ool S /
(A— §ﬁ> G(ryt; 7' t") = —4mno(r—7")o(t — t').
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Da rechte Seite nur von ¥ — 7/ und ¢ — ¢’ abhéngt, so auch linke
Gt )y =G(r—r't —t).

Wir bleiben dennoch bei linker Schreibweise.
Obiger Diff.operator fundamental, daher Abkiirzung

OG(7, ;7" t') = —4nd(r — r)o(t — t'), (193.2)
mit Wellenoperator
0= A 1 0?
2 ot?

Integriere iiber Raum und Zeit

/d3’/dtDG V(R )

= —4r | &r /dté(F— 7ot —t) f(7, 1)
= —4rn f(r, 1)

In O treten nur 7 und ¢ auf:
diirfen aus [ d3r’ [ dt’ gezogen werden: unabhingige Variable.

/f’/ﬁGrtWﬂﬂ”):—Mﬂﬁﬂ

Vergleich mit (193.1) gibt

= / dr' / dt'G(7,t; 7 ) f (7', 1).

Wenn also universelles G bekannt,

...dann fiir jedes f Lsg ¥ der Wellenglg durch Raumzeit-Integration.
Idee der Greensfunktion G fundamental in moderner Physik.
Wichtiger Grenzfall:

Zuriick zu Elektrostatik durch Weglassen aller ¢ und 9/0t.

Dann wird (193.2) zur Poissonglg fiir G

AG(F 7Y = —4r8(7 — 7).

2. Zeitliche Fouriertransformierte
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Abbildung 193.2: Aus Feynman 1949, Phys. Rev. 76, 749.

Obige Integrale sind Faltungsintegrale.
Werden nach Fouriertrafo zu Produkten der Fouriertransformierten.
Mache Fouriertrafo bzgl ¢

1 o0 , /
G@aqu=§—/ duog(F, 7)), (193.3)
T J_

oo

Auflerdem wie bekannt

1 o ,
5(t . t/) _ _/ efzw(t—t).

27 J_

Einsetzen

1 dw | A+ w—Q g(F, 7 e ) = _aré(F — f")i dwe™t=t)
27 2 ’ 2 '

0

Koeffizientenvergleich (e-Fkten sind orthogonal, also unabhéngig)
(A + k) g(7,7') = —4ms(F — '), (193.4)
mit Wellenzahl k = w/c.

3. Lsg der Helmholtzschen Wellenglg

Vom Quellpunkt 7/ soll sich Storung auf Kugelflichen ausbreiten:
Dann kann g nur von s = | — 7’| abhéngen

g(m,7") = g(s).
Laplaceoperator wird zu (keine Winkelterme)

1 d?
Ag = ——=ls9(s)].

Einsetzen »
—lsg(s)] + Kg(s) = —4mo(s)

Zwei Bereiche:
(i) s > 0 (nicht-infinitesimale Nachbarschaft von 0).
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0 weglassen
d? 9
(@ +k ) [sg(s)] = 0.
Ist Oszillatorglg. Lsg ist
sg(s) = ae'® + be ™. (193.5)

DGL 2. Ordnung, also 2 Integrationskonstanten a, b.
(ii)) s — 0. DGL ist

1 d? 9
g@[b‘g(s)] + k7g(s) = —4mi(s).
Wir zeigen im folgenden (a posteriori-Argument)
, 1
fim g(s) = <
Darstellung der o-Fkt ist
1
d(s) = lim — ‘ 5

Abbildung 193.3: Aus Feynman 1949, Phys. Rev. 76, 749.

Also quadratische Singularitét.
0 muf steilere Singularitét als 1/s haben:
Z.B. folé = 00, nicht endlich wie gefordert.
Vernachliissige fiir s — 0 also k?g(s) gegen —4md(s).
Somit DGL

1 d*

S 72 59(8)] = Ag(s) = —dmd(s).
Ist Poissonglg der Elektrostatik. Lsg von dort

limg(s) = 1 (193.6)

s—0 S

Anschluf§ (i) und (ii)): nehme s — 0 in (193.5)

sg(s) =a+b.
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Vergleich mit (193.6), sg(s) = 1, gibt
a+b=1.

Also . ,
ezks e—zkis

g(s) =a . + (1 —a)

(193.7)

Beachte: Im Fourieransatz (193.3 héitte man ansetzen miissen

Jetzt, am Ende der Rechnung, sieht man: keine w-Abhéngigkeit.
Daher wurde w in g gleich weggelassen.

4. Aufsammeln

Damit gesamte Greensfunktion

1 o0 , )
G(F t; 7 t) = 5 /_OO dwg(s)e @ t=t),
— i e o gein/c + Me—iws/c e—iw(t—t’)
2w 0 S S )
_ol ) dwe™w(t=t=s/¢) 4 l—al /7 dwew(t=t"+s/c)
S$2m J_ o s 2w J_ o

1—
=25t —t —s/c) + —26(t —t' + s/c).
S s
Also ausgeschrieben
G(rt; 7 1) = aG (7t 7 1) + (1 — a)G_ (T, t; 7, 1),

mit retardierter Greensfkt

5 (1 -1 - =0
G—&-(F? tv 7?/7 t,) -

—

=7

und avancierter Greensfkt

Deutung;:
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Nenner: Elektrostatik: Potential der Punktldg (d) ist 1/r.
Zéhler: Elektrodynamik: endliche Ausbreitungsgeschw von Wir-

kungen.

Zahler ist Buchhaltung:

jedem Ort 7 wird eindeutige Zeit t' zugeordnet,

zu der er Ort 7 zu Zeit t beeinflussen kann.

Generell gilt:

Greensfkt ist 6-Fkt, wenn Medium wie hier dispersionsfrei, also

c # c(w).

Interessanter: Medium mit Dispersion: Greensfkt z.B. Besselfkt.
G heifit retardierte Greensfkt: sammelt Beitrige von

7=

t—t — =0,

C

also L
V= ‘T_T‘

c
Storung wird zur Zeit ¢’ < t (Vergangenheit bzgl ¢) bei 7" ausgesandt;
propagiert mit ¢, erreicht 7 bei t.

So sieht kausale Wirklichkeit aus.

G_ heifit avancierte Greensfunktion: sammelt Beitrdge von

also

Abbildung 193.4: Aus Feynman 1949, Phys. Rev. 76, 769.

Storung wird zur Zeit ¢’ > ¢ (Zukunft bzgl t) bei 7" ausgesandst;
propagiert mit ¢, erreicht 7 zu fritherem Zeitpunkt ¢.

Akausal.

Ist aber niitzlich, um bestimmte Randbedingungen zu beschreiben.
In QED:
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Positron ist Elektron, das riickwérts in der Zeit lduft (Feynman).
Gesamtlosung

waﬂ:/ﬁw/ﬁ@@quﬁwwq

:/Jw/ﬁﬂa5GﬂF:»%(1@50ﬂ+i;> f7 )

7 =7

7= P

::/d%ijWQL—F—FW@4(1wfﬁﬂt#F—FM@].

Sieht kompliziert aus, ist aber klar:

Fiir ¥ bei 7 zur Zeit t werden iiber ganzen Raum summiert:
Storquellen f bei 77/, deren Signal mit ¢ propagiert;

und zu korrekt retardierter/avancierter Zeit t' =t 4 |F — 7| /c startet

..um 7" bei t von 7’ bei t' aus zu erreichen.
Diese Lsg heiit Lienard-Wiechert-Potential (1898, 1900).

Zusammenfassung.

Die (!) Maxwellglgen lauten in Lorenzeichung
P = —p/E(),
OA = —puoj.

(Eichbdg nicht vergessen. E., B direkt aus 9, fY)
Thre Lsgen sind z.B. fiir a = 1 (dann nur retardierte Potentiale)

1 —/ R P
(I)(F,t) _ /d?)?”/p(r ?t ’7” r ‘/C)

 d7eg 77— 7|

und

iy =10 [T =10

 Arw |7 — 7|
Derselbe Vorfaktor wie in Coulomb- und Amperegesetz.

Also “1” in Gauflschen Einheiten.
Vergleiche mit Lsgen der Elektro- und Magnetostatik

1 =/
(i) = / gy L) 3,‘,

41eg r—r
2 3./ ;(77/)
Ary=— | d
(7) 4%/ T
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Achtung: zu obigen Lsgen kann noch beliebige Lsg von
00 =0A =0

addiert werden: Anpassung an Rand- und Anfangsbdgen.
Beachte: r,t in Grundglgen bis auf Vorzeichen vollig gleichwertig.
Aber im Ergebnis hat ¢ = const Zeit-Freiheitsgrad eliminiert.
Oft vorteilhaft: 4fach-Integral [ d® [ dt': Ubung.
Néamlich:

(1) In SRT

(2) Damit Retardierung “von selbst” mittels J-Fkt.

§194 Retardiertes Potential einer Punktladung. I

Ladungs- und Stromdichte eines Elektrons sind

Mit 75(t), vp(t) Teilchentrajektorie und -geschwindigkeit.
Wir zeigen nun, dafl hier die retardierten Potentiale

1 e
Tre [F—ro(m)] — (7 = 7o(7)) - do(r) /e
A(7,t) = O(F, )Ty (1) /2,

sind, mit retardierter Zeit

O(rt) =

Achtung: letzteres ist implizite Gleichung.
Das folgende nach Becker-Sauter, Band 2, S. 49.
Retardierte Lsg fiir Skalarpotential

(I)(??t) 1 /dSIIO(T t_|7n_7n/‘/c).

4reg |7 — 7|

Zuerst direkter Integrationsversuch. Fiir p von oben ist

o) = L [ AT =AU o1

d7eg 17— 7|
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Integral ausfithren heifit, 7/ an der Stelle
7 =r(t —|F—7"/c)

nehmen. Also zirkuldres Ergebnis

1 €

dmey [Tt — 7= ro(t — |7 = 7ot — [P — .. |/e)l/e)l/e)|

“...7 steht fiir 7' ist immer wieder neu einzusetzen.
Jetzt mit Trick zu einem (semi-)expliziten Ergebnis:
Fiihre weitere o-Fkt ein:

fiir Zeit, so daf} Integral iiber alle Zeiten;

0-Fkt erledigt Retardierung.

o) = L [ 2P

A7reg |7 —7 |

/ 7 > o
47TEO/CP /dt’p *’I St — (t — |7 — 7] /))
/d3’/d’ ] ))5(t’—t+|F—F’|/c)

47T€0 |7 — 7
/d’ t'—t+|7“—7“o(t’)|/0)
47T€() ‘T—Tg(t/)‘ .

Interessant ist hier explizite Raumintegration im letzten Schritt.
Weiter mit Variablensubstitution. Sei

u=t —t+|F—7r(t)]/c

Dann ist
%_ cillt'| o(t)]
d =7 7
=1+ — /(7= 7(t) <2—ro<t>>
= L 2 ) - - (1)
| F=R) - @t /c
7 — 7o(t)
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Damit Substitution ¢ — u im ®-Integral,

. e 1 0(u)
D(r,t) = e / du 1 — CR)nd)/e |7 — 7 ()]

[F—=ro(t)]

e » d(u)
N 47;60 /d |7 —7o()| — (7= 70o(t')) - to(t') /c
B Aeg |7 — 7o(T)| — (F— 70o(7)) - Uo(7)/C’

wobei 7 die Zeit ¢’ fiir u = 0 ist (J-Fkt!),

T=t—|r—1o(7)|/c.

Die obige Zirkularitét steckt nun in dieser impliziten Glg.
Rechnung fiir A vollig analog.

§195 Drudesche Formel

Polarisierbarkeit der Materie P durch zeitlich verinderliche Felder.
Oszillatormodell von Drude (1900).

Keine Magnetfelder.

Betrachte atomares Elektron als 1-d klassischen Oszillator

m(& + v+ wl) = —eE(x, ).

Lichtwellenldnge grofler als Atomdurchmesser: E' rdumlich konstant.
Monochrome Welle: E = Eye ™.
Lsgansatz: z(t) = zoe ™" einsetzen gibt Forderung

Epe/m
o= w2 — w? —iw
0 7

wie in Mechanik.
Dipolmoment P von N solcher Atome mit Dipolmoment p

Ne?/m

2

P =Np=—Nexy= SR
Wi — w? — 1wy

Ep.

Nach Definition ist
P = XE07
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mit Suszeptibilitdt y und
e =¢(1+ x).

Also folgt Drudesche Formel
Ne?/m

e(w
€0 Wi — W= — Wy

Da der Bruch einheitslos sein muf}, schreibt man auch

2
E(M) _1+ wp
0 w2 — w? —ijwy’

0 0 7

Dies unter Annahme, daf} alle Atome im Medium identisch.
Sonst Mehrfachresonanzen.

§196 Kausale Verkniipfung zwischen D und F

1. Faltungssatz fiir Fourierintegrale
Seien f(t),g(t), h(t) Fkten mit Fouriertransformierten

w dt zwt
f m/ 1)
entsprechend fiir g(w), h(w).
Die Umkehrtrafo ist
(t) d Je "t
1 m/ Wil

Satz: Sei

h(w) = f(w)g(w)
Dann ist

h(t dt’ gt —t).
\/ 27 / f )

Und umgekehrt.
Solche Integrale heiflen Faltungsintegrale.
Beweis: Ubung, Literatur.

2. Nichtlokalitat in der Zeit
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In der Elektrostatik war definiert
D(F) = eE(7).

Jetzt in Elektrodynamik, bei Lichtdurchgang

—

D(7,w) = e(w)E(F,w).
Mit Faltungssatz folgt
_ 1 o0 _
D(Ft) = — dt'e(tE(7,t —1).
0= —= [ ate)Ei—1)

Darin will man zeitlich lokalen Anteil e E(7,t) abspalten

B t) = «B(7 1) + e / Z ar [\/LQ_WGS“;) _ 5(t’)] Bt —t).

Schreibe dies als

D(7,t) = E(F,t) + € / d'GH)E(F,t —t), (196.1)
mit | (t’)
€
Gt = — —4(t.
() T ()

Mit Fouriertransformation von € und 9.
Beachte streng 1/v/27 und 1/27.

G(t) = % / " dw (6(;:) . 1) et

—0o0

Jetzt t statt t'. Einsetzen der Drudeformel

2 00 —twt
G(1) W, / dwe

2 J oo Wi — w? —iyw’

§197 Integration in komplexer Ebene

Grofler Trick in Plasmaphysik und Quantenfeldtheorie:
Schliefe reellen Integrationsweg von —oo bis oo

...durch Halbkreis im Unendlichen der komplexen Ebene.
Dies so, dafl Kausalitit korrekt erfiillt (s.u.)
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Dann Residuensatz der Funktionentheorie anwendbar.
Integrand in letzter Glg hat komplexe Pole bei
(Lsg der quadratische Glg Nenner = 0)
L. : 5
Wi = —517 * 1, mit vy = \[wj — —.
Beide Pole unterhalb der IR-Achse.
Betrachte e-Fkt im Integranden:
fiir ¢ < 0 steht hier ™.
Ist 0, falls w = 100.
Man kann also Integrationsweg von —oo bis oo entlang IR schlielen:
durch 2 senkrechte Geraden hoch nach w = ioco
... und 1 Gerade w = 100.
Einfacher: Halbkreis im Unendlichen.
Dies gibt keinen Beitrag zum Integral.
Fiir geschlossenen Weg in komplexer Ebene Residuensatz anwendbar:
Integral = 272 x Summe der umschlossenen Polresiduen.
Fiir £ < 0 und IR+ Halbkreis in der oberen Halbebene:
keine Pole innerhalb des Wegs, also

G(t<0)=0.

Fiir £ > 0 schliefle Integrationsweg in unterer Halbebene.
Erinnerung: Residuum eines Pols m-ter Ordnung bei z = a ist

Res = ! lim " [(z —a)™ f(2)].

(m — 1)! z=a dzm—1

Hier m = 2 und z = w.
Ubung: berechne damit

G(t > 0) = w2et/2 S0t
p v

Zusammen mit Ergebnis oben:
I t
G(t) = w2e 2 20y,
o
© Heaviside’sche Sprungfunktion
O(t) =0 fir ¢t <0,
=1 fur t > 0.
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Somit in Greensfkt:

(i) kein Signal vor bestimmter Zeit (Retardierung),

(ii) plotzlich einsetzende Oszillation (grofier Amplitude),
(iii) die zeitlich abklingt.

O stellt Kausalitét sicher:

D kann nur von E zu fritheren Zeiten abhéngen.

Setze G(t) in (196.1) ein

o o 0 ) 1o Si t o
D(F,t) = E(F, 1) + eow? / dt'e=t 12 M g B gy

00 14

—

t ot — )
= B (7, 1) + 60%%/ dre~1t=n/2 22 ol 7_)E(F, T),

40

nach Substitution

T=t—t.
D(7) hiingt von E(7) zu allen fritheren Zeiten 7 ab.
Abklingzeit ist aber 2/7, wegen e-Term.

(Von hier weiter zu Supraleitern.)
Ubung: zeige, daf folgende Darstellung der Stufenfkt gilt

O(x) =i Z'/Oodkem
o _61—I>%27T —00 ]{f—l‘ZE

Wie sind die Integrationswege geeignet bei oo zu schlieflen?

§198 Kramers-Kronig-Relation

Ist Anwendung der Cauchyschen Formel der Funktionentheorie.
Reine Mathematik mit minimalsten physikalischen Voraussetzungen:
Im wesentlichen nur Kausalitét.

Erlaubt Imaginérteil von € aus Realteil zu berechnen, und umgekehrt.
Sehr wichtig in Teilchenphysik.

§199 Dispersion
Dispersion heifit zunéchst

€ =e(w),

1= p(w),
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mit Feld-Kreisfrequenz w.
Aus einfachster Wellenglg folgt

k= \enw.

Damit Phasengeschwindigkeit

w 1
Uy =— = ——.
Pk Jen
Sei Brechungsindex
Ep
n=—.
€oMo
Dann
vy, = c/n.

Allgemein (auch fir Wasser- und Schallwellen) heifit Dispersion
w=w(k).

Jede harmonische Welle lauft mit eigenem wv,,.

Heiflit Phasengeschwindigkeit weil harmonische Welle = Phasen.
Wellenpaket besteht nach Fourier aus vielen harmonischen Wellen.
Wellenpakete zerflielen also.

Siehe Jackson Abschnitt 7.9. Ubungen.
Es gibt normale Dispersion und anomale.

§200 Gruppengeschwindigkeit, Beobachtungen

Signaliibertragung in Medien:
ohne Dispersion: mit Phasengeschw,
mit Dispersion: mit Gruppengeschw,
mit Dispersion und Instabilitéit: Signalgeschw aus Greenstkt.
Gruppengeschw nur sinnvoll wenn
(i) keine Instabilitdten
(ii) Puls nicht zu scharf
(iii) normale Dispersion, nicht anomale (jedoch...)
vy, selbst v, (1) kann groBer ¢ sein.
Aber nie Widerspruch zu SRT: Signalgeschw < c.

Beobachtungen an Wasserwellen:
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Lamb (Hydrodynamics):

“It has often been noticed that when an isolated group of waves, of
sensibly the same length, is advancing over relatively deep water, the
velocity of the group as a whole is less than that of individual waves

composing it. If attention be fixed on a particular wave, it is seen to
advance through the group, gradually dying out as it approaches the
front, whilst its former place in the group is occupied in succession by

other waves which have come forward from the rear.”

Lighthill (S. 242) beschreibt folgenden Effekt bei Wasserwellen:
Gehirn trennt Konzepte “Wellenberg” und “-lénge” nicht klar.
Will man Welle im Sinne von “eine Wellenlénge” verfolgen,
verfolgt man stattdessen die leicht identifizierbaren Wellenberge.
Und ist erstaunt, an der neuen Position auf dem Wasser...
nicht die originale Wellenldnge sondern eine gréflere zu finden.

Def: Wellenberge, -téler, -knoten (Phasen [0, 27]) laufen mit v,.
Def: Wellenldnge breitet sich mit v, aus.

Reynold und Rayleigh: Wellenenergie lauft mit v,,.

3 Wege, Gruppengeschw einzufiihren.

§201 Gruppengeschw nach Stokes

Gegeben 2 harmonische Wellen.
Fast gleiche Wellenldnge und Amplitude.
Uberlagerung der Wellenamplitude

n = asin(kr — wt) + asin(k'z — W't)

— 2 cos [%(k e %(w - w’)t] «
sin [%(k; + K — %(w —i—w’)t] :

Da k ~ k', w ~ «/, andert sich cos nur wenig mit x und ¢:
Schwebung.

Schwebung ist Einhiillende der schnellen Oszillation w + «/'.
Man nennt die Einhiillende ein Wellenpaket (hier 2 Mitglieder).
Abstand zweier Knoten der Schwebung ist 27 /(k — k).
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Verschiebungsgeschw der Schwebung ist
C2n/(k—K) _ dw

Yo = o/ (w—w)  dk’

Letztere Identifikation wegen limes k — &',
Beispiel: Oberflchenwellen im tiefen Wasser.
Dispersionsrelation (siehe Biicher zur Hydrodynamik)

w? = gk.

Also
vV, = g
P k

aber

oo L 91
172V E T 2™

unabhéngig von Wellenldnge.
Dies erklart obiges Zitat von Lamb.

§202 Gruppengeschw nach Stokes und Kelvin

1. Verallgemeinerung:

oo statt 2 Mitglieder im Wellenpaket.

Betrachte nur ebene Wellen in Richtung x.

Sei E(z,t) irgendeine der 3 el Feldkomponenten (kann auch B sein).
Ebene Grundlsg der skalaren Wellenglg ist

E(x,t) — aeikx—iwt + be—ikx—iwt.

Man kann w oder k als freie Variable auffassen; hier k.
Also wieder

w=w(k).

Offensichtlich muf3 sein
w(—k) = w(k).

Allgemeine Lsg der Wellenglg ist Wellenpaket,

1 [ o
O / dk a(k)er—i b
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Faktor 1/v/2m wegen Fourierformeln.

2. Analysemethode: Methode der stationdren Phasen.
Einschrénkungen:

(i) kein stark dispersives Medium

(ii) kein spitzer Puls (— Greensfkt).
Annahme: a(k) &ndert sich sehr langsam: aus Integral ziehen.
Variablensubstitution

[ = kx — wt,
o de(k),
kT Tak -

Gibt
1

_ o
E(x,t) —a(k)/_oodle T tdujdk

Interpretation: solange - - glatt: vor [ ziehen.

Verbleibendes [ gibt d( )

0=10=kxr — wt heifit w/k = v, = x/t.

Ist Phasenpropagation.

Aber zweiter interessanter Fall im Integral:
Singularitdten des Bruchs,

td T—tdw/dk

xdw
t

dk

Ug-

Ubung: zeige: 6-Peak breitet sich mit vy aus.

3. Alternative Methode: stationdre Phase.
Siehe Jackson 7.11.

Fiir grofle ¢ ist Phase
¢ =kr —w(k)t

absolut genommen grof.
Also andert sich dann

e'?
sehr schnell als Fkt von k.

Man integriert also meist iiber sehr viele Schwingungen.
Damit Integral nahe 0.
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Eine Ausnahme ist ¢ = 0, also
WEETT
dann hat Integrand gar keine Schwingung.

Wann &dndert sich ¢ sonst nicht schnell?
An Extrema

also

Exakte Rechnung hierzu:

Sattelpunktsmethode, Method of steepest descent:
Taylorreihenentwicklung der Phase.

(i) Nullte Ordnung: konstante Phase, J-Peak der Phasengeschw.

(ii) Erste Ordnung: an Extrema verschwindet diese.

(iii) Zweite Ordnung: GauBkurvenintegral.

Mit diesen weiter:

Lighthill “Water Waves”, Sommerfeld “Partielle DGL” oder “Optik”,
Born & Wolf “Optik”.

§203 Gruppengeschw nach Lamb

Eleganteste Herleitung von v, stammt von Lamb (1904).

Idee: Dispersion sortiert nach Wellenlédngen:

Laufen z.B. lange Wellen schnell,

und hat man anfanglich ein stark gepeaktes Wellenpaket,

dann sind spéter lange (kurze) Wellen in groflen (kleinen) Abstéanden.
vp: Geschw von Wellenmaxima, -minima, -knoten, also Phasen.

vy: Geschw von Wellengruppe mit einer Wellenldnge .

Also Lagrangeableitung der Wellenldnge 0, wenn man mit v, lauft

o\ N O\

PR v, — =

ot 9 0x
Folgt man dagegen Wellenphase

N o,
ot Poxr 7 ox’

0. (203.1)
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Rechte Seite: wie dndert sich Abstand zweier Wellenmaxima zeitlich.
Also: wie dndert sich Wellenldnge.
Sei Dispersionsrelation gegeben in Form

it o\ o\ dv,, O\
Up
- e == - _c 2 .2
ot p ox A d\ Ox ( 03 )

(203.1) von (203.2) abziehen , kiirzen

dv
Vp — Vg = A d_/\p' (203.3)
Hilfssatz (Ubung): Sei A ~ 1/k. Dann
d d
k— = —A—.
dk dA
Nach Definition ist v, = w/k, also
dw dv dv
- = k—2 — . — N2
kTG T T
Umstellen y p
i W
YTk T M

Vergleich mit (203.3)

§204 Es gibt keine Uberlichtgeschwindigkeit

Thema: Signaliibertragung in dispersiven Medien.

Abschnitt 7.11 in Jackson.

Auch neuerdings 6fters Behauptung:

v > c als Signal beobachtet bei seltsamer Dispersion.

Beweis, dafl v > ¢ fiir Signale unméglich:

Sommerfeld & Brillouin (1914).

Betrachte Licht, das aus Vakuum kommend 1 auf Medium fallt.
Kante des Mediums bei # = 0. Brechungsindex n(w).
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1. Sprungbedingung
In Ubungen wurde gezeigt

E(x >0) 2

Ex<0) 1+n(w)

Verwende w statt k als freie Variable.
Ansatz Wellenpaket

E(.I‘ > 07t) — / dw a(w)—el(k(w)x—wt)7

oo 1+ n(w)
mit w
k(w) = —n(w).
c
2. Drudeformel
2
nzze(w):1+ : “;p -
€0 Wi — w? — 1wy

Ubung: zeige: Singularititen von 2/(1+n) liegen in unterer komplexen
Halbebene.

3. Singularititen in a?
Amplitudenfunktion a beschreibt das einfallende Wellenpaket.
Annahme: einfallendes Paket soll Front haben, so daf3

E(z =0,t <0)=0.

Welle erreicht Medium bei ¢t = 0.

Mit mathematischen Zusatzannahmen kann man hierfiir zeigen:
a(w) hat in der oberen komplexen Halbebene keine Singularitiaten.
Weitere Annahme, daf a fiir |w| — oo beschrénkt.

Singularitdten von a sdmtlich in unterer Halbebene.

4. Asymptotisches Verhalten
Fiir |w| — oo
2

w
n2—>1——g—>1.
w

(Erstaunlich: n < 1.) Also fiir |w| — oo

expli(k(w)r — wt)] — exp [

iw(z — ct)} |

C
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Reeller Integrationsweg —oo — 00:
kann fiir z > ct bei |w| — oo in oberer Halbebene geschlossen werden:
Denn dort ist

iw(x — ct)

exp [ ] — exp(—oolz — ct|) = 0.

c
Also kein Beitrag zum Integral von Schliefung des Wegs.
Innerhalb des Wegs liegen keine Singularitéiten (siehe 2 und 3).
Also nach Residuensatz

E(x > ct,t) =0.

Zusammenfassung;:

sind a(w) und n(w) analytisch in oberer komplexen Halbebene
und gilt n(|lw| = 00) — 1,

dann kann kein Signal schneller als Licht im Vakuum propagieren.
Denn Feld verschwindet bei x > ct: ist “noch nicht da.”
Vakuumlichtgeschwindigkeit ist Grenzgeschwindigkeit.

Fiir ¢t >  mufl man Integrationsweg in unterer Halbebene schlielen,
damit e-Faktor entlang Wegschlieung keinen Beitrag gibt.
Singularitdten von n und a werden umschlossen:

Signal £ # 0 nach Residuensatz.

§205 Das schnellste Signal

1. Vorldaufer ) )
Betrachte nun x = ¢t — h, mit h — 0.
Suche stationére Phase: dort Signal: keine destruktive Interferenz.

dv =
_— - = — h
ak ¢ o

mit h = h/t — 0.
Keine Uberraschung: fiir |w| — oo war oben (nach Drude)

n2—>1,

also Ausbreitungsgeschw c.
Wellen mit w — oo die schnellsten: laufen mit c.
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Heif3t Sommerfeldscher Vorlaufer.

Jetzt genauer: fiir |w| — oo

W2

2 p
Also .
h="n==< w? — wl.
c c
Also
dk B w B 1
dw 2 N

Def stationare Phase

d

Vergleich der beiden Glgen gibt

_r C_t -1
w2 ’
also
w = “p
2(5-1)

Dies auch aus Greensfktanalyse.

Glg sagt: zu welchen Zeiten an welchen Orten welche w.

Zu Zeiten ersten Signals t &~ x/c wieder w — 0.

Amplitude der zuerst eintreffenden, hochfrequenten Wellen ist klein.
Sommerfeldscher Vorldufer dem Signal ganz unéhnlich.

Im Lauf der Zeit fillt Frequenz und steigt Amplitude. Dann:

2. Brillowinscher Vorldufer

Auch durch n(w) bestimmt.

Komplizierte Mathematik: Sattelpktmethode versagt, Airy-Integrale.
3. Signal
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Schlieflich wird Integral von a(w) dominiert:
eigentliches, zerflossenes Wellenpaket kommt an.
Achtung: Reihenfolge der Ankunft mufl nicht sein:
“Sommerfeld, Brillouin, Signal”.

§206 Vergleich mit Wasserwellen

“Stein ins Wasser werfen.”

Wellenbewegung aufgrund §-Stérung.

Wieder Front, auflerhalb derer noch keine Welle angekommen.
In inkompressibler Medien (Idealisierung): v, — oo.

Jedoch v, endlich.

Lsg des 1d-planaren Problems (siche Lamb):

Sei n vertikale Auslenkung der Wasseroberflache.

1 o0
x,t) = — lim dk 'k coskx €™ cos(tr/gk).
n(@,t) o5 i, (tv/ gk)
y — 0 is notig, weil Integral fiir y = 0 divergiert.
Reihenentwicklung

t 3 [g2\° 5 gt2\*
t) = 1— —
(. t) 7Tp$2[ 1-3-5<2x> +1-3-5-7-9<2x
Reihe ist bekannt von Fresnelbeugung.
Licht und Wasser: Welleninterferenz.

\/\\/v\/

\

o8 B88B8G

galdds

Abbildung 206.5: Greensfunktion fiir Wasserwellen an festem Ort, im Lauf der Zeit.
Aus Lamb.

Hinter Front nur Wellen mit A — oo und Amplitude— 0.
Spéter A kleiner, Amplitude grofler.
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§207 Der Hertzsche Vektor

P&P 14.5., FlieBbach Kap 24, Weller & Winkler 5.3.

Bisher nur Ausbreitung von elmag Wellen behandelt.

Jetzt Erzeugung: Heinrich Hertz 1888.

Vorab: die meisten Biicher setzen schwingenden Dipol an.

Bei P&P direkte Herleitung des Hertzschen Dipols aus Maxwellglgen.
Neue Idee:

Ldg und Strom nicht unabhéngig voneinander vorgeben.

4 Freiheitsgrade (1 Skalar-, 1 Vektorfeld).

Denn keine Trennung Elektro/Magneto in elmag Wellen.

Ldg und Strom generell verkniipft durch Kontinuitétsglg

% +divj = 0.
Mit Ansatz
p = —div ]3,
. 0P
Y

ist Kontinuitatsglg identisch erfiillt.

Dabei ein Freiheitsgrad verloren:

nur noch 1 beliebiges Vektorfeld, P.

P ist formal identisch zu Dipoldichte in Dielektrika.
Lorenzeichung soll wieder gelten

100 .7
ga—FleA:O

Automatisch erfiillt wenn fiir beliebiges Z

o = —diVZ,

. 107

A= ——.
c? Ot

7 heifit Hertzscher Vektor.
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Fiir Lorenzeichung gilt (181.3)

1 0°® p

A — = =L
c2 Ot? 607
- 1824 .
IR

A und 7 in zweite Glg einsetzen

1 . 10°7 -, 11 =
AZ--22 . W P=--"P
c2 ct Ot? Ho 2 e

Einmal zeitlich integrieren (Ubung: warum keine Konstante?)

. 102 P
A — ——=——.
02 8t2 €0
® und p in erste Glg einsetzen
.10 _ - V.-P
AN D+ (V-2 = —
(V- 2)+ 555V 2) -

(207.1)

Ubung: zeige, daf man A und V- im ersten Term vertauschen kann.

Danach V- weglassen (Integration)

Ist wieder (207.1)!
Mit Def von [ somit
07 = ——.

€0

7 : P sind euklidsche 3-Vektoren!
Nicht wie in SRT Minkowski-4-Vektoren.

Also Reduktion von vier auf eine Maxwellglg gelungen durch

(i) Einfiihrung der Potentiale ® und A
(ii) Lorenzeichung
(iii) 4 — 3 Reduktion mittels P und Z.

Statt acht Maxwellglgen (2 skalare, 2 vektorielle) nur eine skalare.

Gibt natiirlich nuur eingeschrénkte Lsg.
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Wiederholung:
Lsg der Poissonglg der Elektrostatik

11
Al —— _ 57— 7).
( 47r|7~*—m> (7=

Beiderseits [ d®r' f(r'); vertausche A [ d*r'

A\IJ(F)EA( 4;/613 =i ),|> — ).

|7 =7

Damit fiir alle f(7) Lsg W(7) der Poissonglg berechenbar.
Lsg der Helmholtzglg der Elektrodynamik nach (193.2)

D( ) Gk ‘F_TI‘/C)> 5(F — 7)5(t —t).

A7 7 — 7

(Zur Einfachheit nur retardierte Greensfkt.)
Beiderseits [ d®r'f(r',t'); vertausche O [ & [ dt’

O (7, 1) = (——/ P& ’/dt IGe t_tw_'?;_'r VC))

St — =" /c) .
_D( 4W/d3 —= ) £(7,1).

Damit fir alle f(7,t) Lsg W(7,t) der Helmholtzglg berechenbar.
Ende Wiederholung.

Akute Lsg ist, als Integral iiber retardierte Greensfkt,

-~ /dg,/dtpq, St~ — 7= 70
47T60 |7 — 7|
L[ g =
"~ Adreg |F 7| '

Aus Z folgen &, A und damit E B durch Differentiation
\Y
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Also

| oZ 10 .
Und
, A
EF=-Vd—- —
v ot
1 0%*7
=VV-2) = Ge
. . 1827

—Vx(VxZ)+0Z
—Vx(VxZ)— g.
Im folgenden E nur (weit) auBerhalb der Ldgsverteilung; dann
E=Vx(VxZ).
Also E und B durch V x Z bestimmt.

§208 Die Hertzsche Nidherung

Weitere Annahmen:

(i) Berechne E, B weit entfernt von Wellenquelle 0,7
(ii) Wellenquelle < Wellenlédnge A < r.

(iii) Die Quellverteilung sei zeitlich periodisch,

P(7,t) = P(P)e” ™",

In allen Glgen ist Realteil gemeint.
Also im retardierten P
ﬁ(F/,t . |7;»_ F/’/C) _ p'(,,;»/)e—iw(t—|f'—7:"|/c) _ ﬁ(F/)e_iwteik|F_F/|,
mit k = w/c. Also
1 k||

Z0) = et [ B

|—» —»/|'

r—r

Beachte: Retardierung steckt in e
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1/|7 — 7| ist wie in Elektrostatik.
Annahme (i):

~
~
! ‘

1 1
=7 r
Annahme (ii): entwickle exp um r

et o
61/{\7” | _ 6zk(r 7 -Vr+...)

eikr—ikf"-f/—i—...
~ 62'14:7".
Denn kr > 1 und kr’ < 1. Also wegen (i,ii,iii)
. 1 _ eik’r . 1 ) eikr
Z(Ft)= —e ™ [ B3YP(FY= —e W5
(71) Are 7“/ (™) Ae r P

p ist Dipolmoment der Ldgsverteilung.

§209 Der Hertzsche Dipol

Fiithre Kugelkoord ein: Polarachse entlang p' und 7.
Sei p = |p|, Z = |Z|. B
Dann sphérische Komponenten von Z

Z,. = Z cosb,
Zg = —Zsin 9,
Zy = 0.
Namlich
ei(kr—wt)
Z,. = pcosb :
TeEQT
ei(kT—wt)
Zy = —psinb ,
dmegr
Zy = 0.

Dann hat V x Z nur ¢-Komponente.
Diese Komponente ist nach Bronstein gegeben durch (beliebiges )

190(rug)  10u,
r Or r 00"

(I‘Ot ﬁ)¢ =
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Also

. i(kr—wt) 1 e N
VXZ:pSiIl9€ (——Z—)gb.

Teg \1r% T
Also ist das Magnetfeld

B, =0,
By =0,
. Z'Now . i(kr—wt 1 ik
B¢——47T psin @ el )(ﬁ_?)
Kleine Rechnung gibt fiir E
1 : 1 ik
_ i(kr—wt) [ = v
E, = 27T€Opcosﬁe (7“3 7“2) :
1 , 1 ik K
E, = in 6 ikr—wt) [ = v v
f 47r60psm c r r2 r )’
Ey = 0.

Diskussion

Erster Term in By: Faradaysches Induktionsfeld.

Zweiter Term in By: Strahlungsfeld.

Erster Term in E,, Ey: elektrostat Dipolfeld ~ r3.

Zweiter Term in FE,, Ey: Transition field.

Dritter Term in Ejy: Strahlungsfeld.

P&P: “Transition field tragt nicht zur Strahlungsenergie bei.
Sondern nur zur Energiespeicherung wahrend der Oszillation.”
Weit entfernt vom Dipol: nur niedrigste Potenz 1/r mitnehmen:
Dort nur Strahlungsfelder allein meibar

2 i(kr—wt)
Mo . W€

By=——psin ——,

¢ 47'('Cp r

2 i(kr—wt)
we

Ey = — sin ¢

f 47rc2eop r

Fallen beide sehr schwach mit 1/r ab.

Stehen aufeinander senkrecht.

Und senkrecht auf Ausbreitungsrichtung 7.
Entwickelt man e’*” /r zu hoherer als 1. Ordnung:
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Quadrupolstrahlung usw in P&P, Greiner, Jackson.

§210 Himmelsblau

Strahlungsfelder By, Fy ~ w?
Also zweite zeitliche Ableitung der periodischen Schwingung —
Elektromagnetische Abstrahlung nur durch beschleunigte Ldg.

’[?"' ‘f]

..-40 ; : 4 jh%(

Q

a,————-‘.—-——-s

Abbildung 210.6: Der Hertzsche Versuchsaufbau. Aus H. Hertz, “Uber schnelle elek-
trische Schwingungen”, Wiedemanns Annalen (1885).

EnergiefluBdichte = Poyntingvektor

— ]_ — —
S=—FxB.
Ho
Da Strahlungsfelder nur B, Fy Komponenten haben ist

(i) S=r

(ii) S = ByEp/ o ~ (w?p)?22.

Energieerhaltung wegen S ~ 1/r?: durchstrahlte Oberfliche ~ r2.
Strahlungskeule: Keine Abstrahlung in Schwingungsrichtung 6 = 0,

maximale Abstrahlung senkrecht dazu.

Verhéltnisse im Nahfeld komplizierter und interessanter.
http://www-tet.ee.tu-berlin/lehre/FILME/Hertz harmonisch/film.html.
Phasengeschwindigkeit > ¢: statische Felder (immer schon da).

Abschniiren und Ablésen der Felder von Quelle.

Ersetze w = ck = 2w/ A,

p?sin? 6
~E Y
N2

S
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Hd
Fig. a0,

Abbildung 210.7: Abstrahlung elektromagnetischer Wellen. Aus H.Hertz, “Die
Krifte elektrischer Schwingungen, behandelt nach der Maxwellschen Theorie”, Wie-
demanns Annalen (1888).

Es ist Apjau << Aot -

Deutung: Dipole der Luft streuen blaues Licht stérker als rotes.

An jedem Himmelspunkt sieht man blaues Streulicht: Himmelsblau.
(Wird aus vielen Querstrahlen zum Beobachter gestreut.)

Bei Sonnenuntergang wird Blau aus dem direkten Strahl gestreut:
Rote Sonne.
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KAP 11: RELATIVITATSTHEORIE

§211 Hintergrund

1860 - 1900: Lichtausbreitung in postuliertem Ather.

1887 Michelson: Kein Einflufl der Erdbewegung auf c.

1887 Voigt: Lokalzeit ¢ in bewegten Systemen gibt Rechenhilfe:
dann gilt auch dort Wellenglg [¢p = 0.

1892, 1895 Lorentz: echte Kontraktion des Elektrons:

Faktor y/1 — v2/c? in v-Richtung.

Lorentz 1904, Poincare 1905: Lorentzinvarianz der Maxwellglgen.
Radikale Lsg durch Einstein 1905: echte Raum-Zeittransformation.
Keine absolute Gleichzeitigkeit, sondern abhéngig von Inertialsystem.
Zwei Postulate Einsteins:

(P1) Licht lduft in jedem Inertialsystem mit c.

(P2) Relativitatsprinzip: dieselben Formeln in jedem Inertialsystem.
Zu (P2): vgl F = md und F' = md@ in Newtonmechanik.

D.h. Experimente in allen Inertialsystemen identisch.

§212 Gleichzeitigkeit

In Galileitransformation ¢’ = t.

Warum nicht in SRT?:

Beispiel: zwei Blitze schlagen in Bahndamm ein.

Gleichzeitig im Bahnhofssystem.

Zug fahrt auf einen der Blitze zu, vom anderen weg.

Also kurzer vs langer Lichtlaufweg.

Wegen ¢ = konst kurze vs lange Lichtlaufzeit.

Also im Zug nicht mehr gleichzeitig.

Galilei: Laufgeschw dndert sich so (¢ + v), daf§ Laufzeit gleich.

§213 Herleitung der Lorentztrafo I

Einstein, Uber spezielle und Allgemeine Relativitétstheorie, Anhang.
Systeme x, vy, z,t und z’, y, z, t’ mit Relativbewegung entlang x-Achse.
2’ laufe mit v zu groBeren z-Werten.

Lasse y, z weg.
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Gesucht: lineare Zusammenhénge x'(x,t),t'(x,t). Linear:
geradlinig gleichférmige (gg) Bewegung in K soll auch in K’ gg sein.
Ubung: prazisiere dieses Argument.

Linearitit und P1 (Konstanz von c)

Lichtsignal in +z-Richtung in K und K’

x —ct =0,

¥ —ct' =0.
Wegen Linearitdat muf fiir Nicht-Lichtsignal gelten
¥ —ct' = Nz — ct).
Lichtstrahl in —z-Richtung in K und K’ gibt
'+ ct’ = p(x + ct).
Glgen addieren, subtrahieren

¥ = ax — bet,

ct' = act — bz,
mit
— Lo
a_2 /L,
1

Gesucht a, b.
Jetzt mufl v in Betracht kommen.
Betrachte Koordinatenursprung =’ = 0, also

be
r = —t.
a
Auflerdem
Tr = vt.
Also
b_wv
a ¢
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Relativitdtsprinzip P2

MaBstab L, der in K’ ruht, mufl von K aus genauso lang sein
... wie in K ruhend von K’ aus.
(i) Momentaufnahme (Gleichzeitigkeit!) der z’-Achse von K aus:

t=0.

Dann von oben
= azx.

Wenn 2 Punkte der 2/-Achse in K/ Abstand Az’ = 1 haben,
... haben sie in K Abstand

Az =1/a.
(ii) Momentaufaufnahme der x-Achse von K’ aus:
t'=0.
Dann von oben

' = ax — bet,
0 = act — bzx.

t eliminieren

Also

Wenn also 2 Punkte der z-Achse in K Abstand Az = 1 haben,
... haben sie in K’ Abstand

(P2):
Az = Ad/,
also
a’ = !
12/



Also Lorentztrafo fiir einheitsgleiche x, ct

, _x—ct(v/c)

NI

und

_ct—x(v/c)

ot = ——L 2.
V1—v?2/c?
Andere Herleitungen:

Algebraisch in Born S. 203 (fast identisch)
Geometrisch in Born S. 201 (sehr anschaulich)
Einstein (1905, kompliziert)

Pauli (1921, lustlos knapp)

§214 Lorentzkontraktion

Lorentztrafo
, T — vt

Ve

MeBvorschrift fiir Langen: gleichzeitig an beiden Enden.
Objekt soll in K’ Lange Az’ haben.

Diese wird jetzt in K gemessen. ¢ konst.

K’ hat Eindruck, K macht Gleichzeitigkeitsfehler.

Ax

V1—0v2/3

2
Axr = Az'y/1— U—
\/ 2

Hierbei Az’ Ruhlange.
Nenne [y Ruhldnge, [ im bewegten System:

Ax' =

also

[ < ly einzig aus Relativitit der Gleichzeitigkeit.

§215 Zeitdilatation
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Betrachte Uhr in Ruhe in K'.
Angezeigte Zeit heifit Eigenzeit 7. Ist invariant (s.u.). Vgl. ly.
Uhr sei bei 2’ = 0. Lorentztrafo

T

V1—wv2/c2

Zeitdilatation t > 7.

§216 Eigenzeit

Zeit t nicht lorentzinvariant.

Man sucht also invariante Zeit 7.

Def Eigenzeit:

Zeitintervall d7 im Inertialsystem des Massenpunkts

dr = dt\/1 — v%/c2.

Alle Pionen zerfallen nach derselben kurzen Eigenzeit.
Die atmosphéarische Pionschauer kann aber sehr lang dauern.

§217 Additionstheorem

Ubung: schreibe Lorentztrafo mit da’, dt’ statt 2/, ¢'. Bilde dx’/dt' und
finde damit Einsteins Additionstheorem der Geschwindigkeiten.

§218 Herleitung der Lorentztrafo II

Einstein, Grundziige der Rel.theorie, S. 35-38.
Idee von Minkowski.

Im folgenden x,, = (xo, 1, x2, x3) 4-Vektor.
Geschwindigkeitsvektor u,,.

Griechische Indizes 0,1,2,3, lateinische 1,2,3.
Altere Literatur: o1 = @, 19 = y, 3 = 2, T4 = ict.
Heute (und hier) xy = ct, z1 = ix, z9 = iy, x3 = iz.
Wegen imagindrem ¢ gilt fiir Licht

2 2 2 2
$0+$1—|—£C2—|—:C3=O.

Rechnung wieder ohne y, z: Bewegung in z-Richtung.
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(P1)
At -2t =0= c2t'2 — :1:'2.

Und allgemeine Annahme: s? sei Invariante unter Lorentztrafo

immer 2 2
242 2 TR 2yt g

Cc

Ubung: schreibe diese Forderung fiir Galileitrafo und leite diese ab.
Also Forderung:
§% = IC% + x%
hat in allen Koord.systemen denselben Wert.
s Lénge eines 4- (hier 2-) Vektors im Minkowskiraum.
Die linearen Trafos, die dies erfiillen, heiflen Lorentztrafos.
Weil sie Lange s konstant lassen, sind sie Drehungen + Translationen.
Betrachte nur Drehungen D. Hier 2 x 2 Matrizen.
In Mechanik gezeigt: Drehungen bilden Orthogonale Gruppe

DD"=D'D =1

In euklidischer xy-Ebene
D <C?SQ5 — sin gb,) |
sing cos¢o

2’ = xcos¢p — ysin g,

Und

y = xsin ¢ + y cos ¢.
Ebenso in zgxr; Minkowskiebene

T( = T COS ¢ — T1 Sin @,

Ty = zosin @ + 1 cos ¢.
Einsetzen

ct' = ctcos ¢ — ix sin @,

ix' = ctsin ¢ + ix cos ¢.
Ursprung von K’ bewegt sich mit v relativ zu K:

=0 =0t
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In 2. Glg einsetzen (t # 0)

0 = csin ¢ + 1v cos ¢.

Also
v = tctan ¢.
Also
: tan ¢ —iv/c
sin ¢ = = ;
V1+tan2¢ /1 —v?/c?
1 1
cos ¢ = =

V1+tanle /1 —02/c

In Drehtrafo einsetzen

o ct —x(v/c)
1—v2/c?
T ct(v/c)

N

Vollsténdig reell: es verbleibt kein 4.
Ist wieder Lorentztrafo.
Man benutzt Symbole (8 < 1,7 > 1)

B=v/c
1

Dann

ct’ = (ct — Ba),
1’ = y(x — Bet).

c\ (v =By ct
(x,> = (—Bv " ) - (x) . (218.1)
Aber dies sind keine Drehmatrizen (vgl oben)!?

Doch, auf Minkowskiraum der Koord (ct, x):

dort lassen sie Lénge

Mit Matrizen

12 12
At — 2 = A — 2P
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invariant, also sind sie (Translation plus) Drehung.

2 = 2P = 2t B + S

— B2 4 2ct B — 2?)
=7°(1 = )( = 2?)
= 22 — 22

2t

) 9 . }
Beweis der Annahme “s® = s'° ist Invariante”

Aus (i) Linearitdt der Lorentztrafo und (ii) c-Konstanz folgt nur
F0) [ — 2*] = f(v) [c2t’2 — a:/ﬂ

fiir Nicht-Licht, mit unbekannter Funktion f(v).
Idee: nach Hin- und Riickboost (z” = x, mit —v von 2’ aus) gilt

) f(=v) = 1.
AuBerdem aus Relativitdtsprinzip
fv) = f(=v)

Also f(v) = 1.
(Bei genauer Rechnung auch —1 méglich. Wird nicht betrachtet).

§219 Die Lorentzgruppe

Poincare 1905: Lorentztrafos bilden mathematische Gruppe.
Mehr in Ubungen.

§220 Minkowskiraum

Artikel von Minkowski 1907-1915.
Raum mit Achsen 7 und ct.
Invarianter Abstand s zweier Punkte

s* = AL — A7 AT (220.1)

52 > ( zeitartig:
Kausal verkniipfter Zukunfts-Vergangenheitsbereich.
s? < 0: raumartig:
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Es gibt Inertialsystem, in dem die Ereignisse gleichzeitig sind.
Wegen “—” in (220.1) ist Minkowskiraum hyperbolisch:
nichteuklidsche Geometrie.

Euklidsches Parallelenaxiom gilt nicht.

Jede Gerade hat oo viele Parallelen durch geradenfernen Punkt.

§221 Vierervektoren. Kovarianz von Glgen

Minkowski: Verkniipfung von Raum und Zeit zu Vierervektor.
Lorentztrafo ist Drehung eines 4-Vektors im Minkowski-Vektorraum.
Lorentztrafo ist Drehmatrix: siehe vorn.

Schreibe alle Glgen mit 4-Vektoren (u/, A*) und 4-Tensoren (F").
Dann sind die Glgen manifest kovariant:

Die Lorentzinvarianz der E-Dynamik ist gezeigt!

Vgl: Translations- und Drehinvarianz der Mechanik ist gezeigt:
wenn alle Glgen Skalar-, Vektor-, Tensorglgen sind.

Denn Vektoren dndern sich bei Drehung nicht; nur ihre Koord.
Historischer Weg dagegen (Lorentz, Poincare, Einstein):
Lorentzinvarianz der Maxwellglgen direkt gezeigt.

Maxwellglgen sind in bisheriger Form nicht manifest kovariant.
Def Vierervektor: 4-Tupel

0
1
21>
3

|
2 2 9 9

wo a° sich bei Lorentztrafo wie ct, (at, a?, a®) wie 7 transformiert.

Somit 4-Ort (Schreibweise r# uniiblich)
= <CE> :
T

§222 Relativistische 2-Vektoren

Zur Vereinfachung 2-Vektoren: Lorentztrafo nur in z-Richtung.
u Teilchengeschw in K, v/ in K’
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K’ hat Geschw v gegeniiber K.

y ct —vx/c
ot = ——,
1 —v2/c?
, T — vt

Also Trafo relativistischer 2-Vektor (a, b)
,  a—bv/c

V1—v2/c?
Y b—av/c

S a— bv
V1=
W b—av

§223 Zweier-Geschwindigkeit

1. Das Problem

Dieser Abschnitt in Jackson recht dunkel.

Um Minuszeichen zu vermeiden: K’ bewegt sich mit —v gegen K.
Also Galilei v/ = u + v.

Dagegen Einsteins Additionsgesetz (¢ = 1)

, u—+v
= . 223.1
“ 14+ wuv ( )
Fiir v < 1 folgt Galileitrafo
v =u+v
Fiir u = 1 folgt
u =1

w in (223.1) transformiert sich weder wie ¢t noch wie x.
Wie daraus relativistischen 2-Vektor machen?
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2. Erster Losungsweg
Behauptung:

1 <1> (223.2)
V1—u? \u

ist 2-Vektor.

Der ausgeschriebene 4-Geschw.vektor ist also

- e )
ut' = S
1—a-u/c? \u
Rechnung 0-Komponente

1

1
%
V1—u? V1—u?

Add 1

1— ()’

1+ wv

V(4 uw)? — (u+v)?
14+ uv

B V1—u2y/1 — 2
1
V1—u?2 + V1—u2

V1—2

Die Lorentztrafo der 0-Komponente von (223.2) ist aber auch

1 uUv
1 L_o;r Vi—u2 + Vi—u?2 '

V1—u? V1—2?

254



Rechnung 1-Komponente

U u

%
\ 1 —u? 1 — u’2
u+v
Aﬂd 14+uv

B UTv 2
L= (5%)

u—+v
V(1 +uv)? — (u+v)?
B u+v
VI — w21 =2
_ \/111112—'_ -

V1 =2

Die Lorentztrafo der 1-Komponente von (223.2) ist aber auch

U + v
u L_o)r V1-u2 V1-u2 .

V1—u? v1—2?

3. Zweiter Lésungsweq

4-Geschw ist ein 4-Vektor.

Leite den bekannten 4-Vektor (¢, ) nach der Eigenzeit 7 ab:
letztere ist relativistische Invariante:

Vektor / Invariante = Vektor.

Teilchen soll sich bzgl Inertialsystem mit @ bewegen (u? = @ - @)

dr = dt\/1 — u?

Also zeitlicher Anteil
dt 1
(W) =5 =
dr /1 —u?

Raumlicher Anteil

di  dt d# i

e s TR B

Zusammen



Invariantes Betragsquadrat des Geschw-4-Vektors

no—
uu” =1,

2

bzw u,ut = ¢* in allen anderen Einheiten.

§224 Einsteins Masse-Energie-Formel

Ab jetzt wieder ¢ # 1.

Teilchenimpuls p' = myu.

my ist Teilchenruhmasse (in Mechanik einfach m).

(Etwas irrefithrend: ist Skalar, nicht 0-Komponente von 4-Vektor.)
Ansatz 4-Impulsvektor

my C
Pt = myu" = (H> .

V1—u-u/c? \u

0-Komponente:
Multipliziere mit c; entwickle fiir kleine Geschwindigkeiten

0 moc? moc? 9 u? 5 1 9
mocu = R~ - =moc” | 1 + — | = moc” + =mou”.
> ] u 2¢? 2
1-% T2z

C

Deutung: Ruhenergie mgc? eines Teilchens.
Relativistischer 1-2-3-Impuls eines Teilchens ist

o mou
p _=
u?
2
Deutung: relativistische Masse
mg
m —
U2

Geht fiir u> — ¢ gegen oo.
Somit ¢ nicht erreichbar.
Invariantes Betragsquadrat des Impuls 4-Vektors

256



§225 Relativistische 4-Tensoren von Rang 2

Definiere 4-Tensoren von Rang 2 wie im Vektoranalysis-Teil:
mittels Trafoeigenschaft bei Koord.trafo: jetzt Lorentztrafo.
Klassische Physik: Koord.trafo lassen Vektorlénge unveréndert.
Also Translationen und Drehungen; keine Streckungen.
Wiederhole friithere Tensordef:

Math: 2-Tensor ist Dyade ist lineare Abb von Vektorraum auf sich

(@®0b)-c=(b-d)a.

Phys: Tensor verhilt sich bei Koord.trafo wie multipler Vektor.
Koord.trafo

x/u — x/,u(xa).
Mit Kettenregel (und Summationskonvention)

I
w_ Ox

Oz

Def kontravarianter Vektor: Zahlentupel A® mit Trafoverhalten

dx dz”.

axlﬂ

At =
ox™

A

Def kontravarianter Tensor 2. Stufe (Rang 2):
Quadratschema T*° mit Trafoverhalten

Sei ®(x*) Skalarfeld. Dann
od Oz 0P

ox'* — dx dxe’

Def kovarianter Vektor: Zahlentupel A, mit Trafoverhalten

oz“
l —
An= gt
Also vorletzte Glg
' — ox® &
Vil = Ve ®
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Somit V kovarianter Vektor(operator). Beachte

0

V, =0,

Def kovarianter 2-Tensor: Quadratschema mit Trafoverhalten

oz Oz
Wenn man zu jedem Vektor A" Vektor A, kennt

(... wie das geht: néchster §)
dann st (keine Freiheit mehr!) Skalarprodukt (Vektorlinge)

/

A% = A, AP

Konsistenztest: ist dies invariant unter Koord.trafo?

ox® o'
/ o 153
A AT = D 5P A A

ox®
= A, AP
Oxb
= 654, A°
— A, A"

Die ko- und kontravarianten Trafomatrizen sind also invers.

Jetzt neu weiter:

Spezifiziere Koord.trafo zu Lorentztrafo!

pw=0,1,2 3.

0-Komponente transformiert wie ct, 1,2,3-Komponenten wie x,y, 2.
(Pseudokartesisch).

Lorentztrafo li8t Linge? ¢?t> — 7~ 7 von 4-Vektor invariant.
Lorentztrafo ist Drehung im Minkowskiraum.

Fiir Trafo in x-Richtung

) gl
0"\ _ | =By v
(33:”) =M= 0 0
0 0

RN=
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Entsprechend in y- und z-Richtung, und gemischt.
Lorentztrafos sind gemischt kontra-kovariante Tensoren:
sie bilden kontra- auf kontravariante Vektoren ab.
Umkehrtrafo, fiir z-Richtung

v By 00

o'\ 4, By v 00
(aw)‘m =10 0 10
0 0 0 1.

Néamlich v — —v fiihrt zuriick zum Ursprungssystem.
Nachrechnen, daf§ dies tatséchlich inverse Matrix ist.

§226 Minkowskitensor

Man kann alles mit kontravarianten Vektoren allein schreiben.
Wenn man einen kovarianten Rang-2 Tensor einfiihrt
s? = guat'z” = z,x”.

Euklidisch: g= 1.

In ART: g = g(2"): orts- und zeitabhéngig.
In SRT:QZQ, mit
1 0 0 0
0 -1 0 O
=10 0o -1 o
0O 0 0 -1
Kontravarianter 4-Ort:
ct
= .
Yy
z

Kovarianter 4-Ort:

T, = Nur’ = (ct, -z, -y, —2).

Skalarprodukt
ct
zat =t = (ct, —x, -y, —2) - :; e e T
z
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Skalarprodukt nur zwischen ko- und kontravarianten Indizes.

§227 Vierer-Ableitung der SRT

Im IR? (Summationskonvention)
oz’
ox’
Ist Skalar. Also Skalarprodukt ko- mit kontravariantem Vektor.

Da 2! kontravariant ist, mufl 0/0x* kovariant sein.
Also

= 3.

0
%= ox’
und .
81'371 = 3.

Minkowskiraum: kovarianter Gradient (Zeile)

0 0
On = Oxk (c@t’v) '

Kontravarianter Gradient (Spalte)

8“:i:77“”(9yz c%t _
Oz, -V

4-Divergenz eines 4-Vektors A"

0AY >
At =0lA, = — - A.
o oA, pen +V
Kein Minuszeichen!
Dagegen Wellenoperator
82
H=00"= 556 ~

3-Volumen d*r ist wegen Lorentzkontraktion keine Invariante.
Aber 4-Volumen ist invarianter Skalar:
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Betrachte x-boost

dz’ = cdt'ds'dy'dz = ch—;Lu?/cQ dx\/1—7u2/02 dydz
= cdt dz dy dz = d*z.
Fiir allgemeine 4d-Lorentztrafo
d'r’ = |detn|d'r = d'x.
Denn 7 ist hier Jacobische Funktionalmatrix.

§228 Vierer-Vektoren der E-Dynamik

Postulat: el Ldg ist lorentzinvarianter Skalar.
Des weiteren plausibel:
Ladungsdichte p und Stromdichte j bilden 4-Vektor.

Wiederholung: sei
a

4-Vektor. Dann

O
IAN = —+V-a.
: Oct v
Ubersetzung der Kontinuititsglg
Op -
ot VY #J

mit

Kontrolle: Ldg

soll invariant sein. Also muf} sich p wie ¢ transformieren:
als 0-Komponente eines 4-Vektors. Stimmt.
Betrachte Lorenzeichung

o }
o iv.A=o.
oo TV 0
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Definiere 4-Potential

d/c
Al = S
(%)
0,A" = 0.
Zusammenhang Felder E , B und Potentiale 0N A
oA

= —V,

B =V x A.

Dann Lorenzeichung

o

Dies ist nur scheinbares Durcheinander.
In kartesischen Koordinaten (ko- = kontravariant: £, = E7)

0A, 0®/c
Bale= =50 =~ o
04, 0%9/c
Eyfe= ot Oy’
0A, 0%/c
Exfe=- ot 0z
ok o4,
Y Oy 0z’
0A, O0A,
By = 0z 0Oz’
0A, 0A
B, = % _ %
ox oy

Erinnerung

0
L cot
(%),

oder (verzichte auf Klammer fiir Vektorkomponenten)

&:—%,
F=-g
P
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Also (vertausche 1. und 2. Spalte)

E./c=0"A" - 3" A"
E,Jc=0A" - 3"A%,
E.Jc=0°A" —3°A3,
B, = PA* — 5243,
B, =0'A* - 9*Al,
B, = 0*A' — 9" A%

Definiere Feldstarketensor

FIV = gFA” — 9 A",

Dann
E./c=FY,
E,/c=F*
E.Jc=F*
B, = F*
By — F13,
B, = F?,
Oder
0 —-E,/c —E,/Jc —E./c
o _ E,/c 0 —B, B,
Ey/c B, 0 —B,
Ez/c —B, B, 0
Daraus

0 E,/c E,/c E./c

—E,Jc 0 —-B. B
_ of _ z = By
Fu = Nualhos B —-E,/ce B. 0 =B,

~E.Jc -B, B, 0
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Maxwellsche Glgen im Vakuum
div E = p/eq,

0B

rotE = ——
ot’

div B = 0,

t B i+ OE
Iro = €En— .
Ho | J 0 It

Benutze jigeg = ¢ 2 in inhomogenen Glgen und stelle um

div E/C = pocp = pioj°,
OE /¢
cot

Hinschauen auf den Feldstarketensor:
Letzte Glgen sind identisch mit

+rot B = Moj-

0, F"™ = poj”.

Bleiben die (sogenannten) homogenen Glgen

. 9B
tE+—=0
ro +8t ,

div B = 0.

Nachdenken hilft:
Glgen automatisch erfiillt wenn Felder mit Potentialen definiert

, OA
E=—-22"_-V0&
— 8t—»v,
B =V x A.

Letztere Glgen wurden aber schon SRT-iibersetzt, in Def von F
Fr = orA” — 9" A",

Also mufl SRT-Ubersetzung der homogenen Glgen
(i) wieder Ableitung von F' haben (rot F, div B)
(ii) reine Identitdt sein: rechte Seite 0.
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Def von F' (antisymm Tensor!) hilft beim Auffinden der Identitét.
Mit etwas Spielen folgt Jacobi-Identitét

OFM™ 4 QUF"™ 4 9 Fri = 9r ol A” — 9"V AP 4 01" A"
— A 4 97O — 97O A" = 0.

Also in 4-Vektor-Formulierung

O"F" + 0'F"" 4+ 0" F"'" = (.

Wiederholung: andere Maxwellglgen sind
O™ = pof".

Damit ist die Lorentzinvarianz der Maxwellglgen bewiesen:

Links und rechts stehen Minkowskitensoren und -vektoren.

Also sind die Glgen in jedem lorentztransformierten System gleich.
Fiir originalen, direkten Beweis siehe Lorentz, Poincare, Einstein.
Ubung: zeige: Lorentzkraft G* in SRT ist

G" = j,F".

§229 Der duale Feldstérketensor

Def vollstindig antisymmetrischer Tensor von Rang 4:

€979 = 1 fiir gerade Perm von 0123, = —1 fiir ungerade, = 0 sonst.
Ubung: zeige €aBys = — P9,

Def dualer Feldstdrketensor

1
x 8 = Eeaﬂvém. (229.1)

Ubung: zeige

0 -B, -B, -B.

B, 0 E./c —E,/c
B, ~E.Je 0 Ejc
B, E,/Jc —E;/c 0

* T =

Die Maxwellglgen werden jetzt

Oy xF" =0
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und

0, F" = oj”.

Ubung: zeige die erste Zeile.

Jacobi-Identitat damit stark vereinfacht:

Permutationen stecken in € statt in Maxwellglg.

Magnetische Monopole und ihre Strome (Bewegung):

wiirden (nur) auf rechter Seite von 0, * F** = 0 auftreten.

Ubung: Zeige, daB 0" ein Pseudotensor ist, und damit magnetische
Monopole Pseudoskalare sein miifiten.
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KAP 12: LAGRANGEFORMALISMUS

§230 Vorab

Nach Fliebach:

In Mechanik Lagrangeformalismus zentral.

In E-Dynamik nicht. Warum?

In Mechanik Bewegungsglgen unter Zwéngen gesucht:
Newton IT mit Zwangskraften. Zentrifugalkraft usw.
In E-Dynamik dagegen immer dieselben Maxwellglgen.

Lagrange aber fundamental fiir QED.
Und fiir Feldtheorie auBerhalb IR,

§231 Relativistische Lagrangefunktion fiir freie Teilchen

Im folgenden:
relativistische Lagrangefunktion fiir Teilchen
Lagrangefunktion fiir Felder

Betrachte Gravitationskraft der Mechanik

- mims(r; — 7+
Fro=G 1Mo (T 5)

|7 — 73
Keine Zeitvariable. Keine Retardierung.
Instantane Fernwirkung. Unendliche Ausbreitungsgeschwindigkeit.
Nicht mit v < ¢ der Relativitatstheorie vertraglich.
Keine kovariante Formulierung der Newtongravitation moglich.
Prinzip der kleinsten Wirkung von Hamilton
ta
o dtL(q, q,t) = 0.
t

Postulat (nach P2): Wirkungsintegral ist Skalar.
Ersetze t durch invariante Eigenzeit 7

d=—" —ar

V1—v%/c?
Immer v > 1.
Lorentzskalar Ldt = Lydr.
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Also ist
L =~L

Lorentzskalar: betrachte nur diese Kombination.
Heifit kovariante Lagrangefunktion.

Soll sein L = L(x,,u,, 7): 4-Ort, 4-Gesch.
Damit (Ubung) vier Euler-Lagrangeglgen

L=—-mu-u.
2
Vermutung: relativistisch
1
L= §muuu’"‘
m/2 . [c
T 1w (e, =) (ﬁ)
Ly
= §mc .

m ist Ruhmasse, also ist L Konstante!

Goldstein: “Das hat keine Konsequenzen, denn alles, was von L ver-
langt wird, ist die richtige funktionale Abhingigkeit von u,.”
Einsetzen in E-L-Glg gibt korrektes relativistisches N II

d
= (mu) = 0.
T(mu)

§232 Teilchen im elmag Feld

Maxwellglgen haben erwiinschte endliche Ausbreitungsgeschw:
Retardierte Potentiale. Lorentzinvarianz.

Also relativistisch kovariante Formulierung moglich fiir:
WW Teilchen + elmag Kraft.
Nichtrelativistische Lorentzkraft auf ein Teilchen

ﬁ:q(ﬁ+ﬁx é)
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E, B aus D, A.
Idee: 4-Kraft aus 4-Gradient des Potentials in E-L-Glg.
Damit raten: WW-Term in Lagrangefkt

—7\/ = LWW = —QUMAM

= —qv(c,—1) - (C%C)
= —qy(® —ii - A).

Potential V' in Relativitédts- und Feldtheorie uniiblich:
stattdessen WW-Term (englisch interaction) in Lagrangefkt.
Achtung: Vorzeichen + bei WW, — bei V.

Achtung: ~-Faktor macht aus L Lorentzskalar.
Elektrostatischer Grenzfall A = 0 stimmt:

F=-VV =VLiyw=—¢V®=qE.
Ubung: hiermit Minkowskikraft (relativst), Lorentzkraft (nichtrel).
§233 Lagrangefunktion mit zwei Variablen ¢,z

Bisher Punktmechanik: Bewegung eines diskreten Teilchens.
Jetzt neues Prinzip: Lagrangefunktion fiir Felder.
Zuriick zur Mechanik: Lagrangefunktion

L =1L(q(t), 4(1),1).

Hamiltons Prinzip der kleinsten Wirkung

to

) dtL = 0.
t1
Fiihrt auf E-L-Glg
4oL oL _
dtdq 0Og

Erste Vorbereitung auf Felder:
Def Lagrangedichte L,
L= / dzL.
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Achtung: Def Lagrangedichte der relativistischen Feldtheorie:
Hamiltonsches Prinzip ist jetzt

5/d4x£:0

d*z ist Lorentzskalar, also auch £: kein £ hier.
Unterscheidung wie L und L hier nicht notig.

Satz: fiir Lagrangedichte
L= L(f(x,t), f(a, 1), f'(x. 1), 2,1)

fithrt Hamiltons Prinzip
tz T2
0 / dt / dzL =0
t1 X1

00L DOL L
ataf axﬁf' of '

Beweis mit Variationsrechnung.
Mechanik: Variation ¢(t) + dq(t) bei t.
Jetzt: Variation f(x,t) + 0 f(x,t) bei x,t.
x,t festgehalten.

Goldstein: “Es kann keine Variation der Parameter x,t geben.”
Benutze

auf E-L-Glg

of 9
of = g} 55]",
of = dr :caf'
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Dann mit partieller Integration

Ozé/tht/:deE
/tthdt/:dx(—(Sf —?5]5 8—f,5f)
[l f (i ki)

/x da:/ttht— (—6]”)
/tZdt/@da}— (8—f/(5f)
/jdt/ dx( %%—%2—?)5]‘“

oL . |» oL
+ dr —9 +/
/ af f t 1 af/

1

doL d oL
[ 4 A

In letzter Zeile wurde vorausgesetzt:
keine Variation an Réndern (vgl Mechanik)

5f(t1,$) = 5f(t2,.%‘) = 5f(t,x1) = 5f(t,l’2) = 0.
Beachte: 6 f(t1,x1) = 0 ist zu wenig:
wéare nur Ecke statt Rand des xt-Integrationsgebiets.
Da ¢ f beliebig, mufl Integrand verschwinden,

4oL doc oL
dtof ' dzof  af

Elementare Verallgemeinerung ist (Beweis Ubung): Ist

L= L(f(w,t),9(x,t), f(x, 1), §(x,1), f'(2,1), g (2, 1), 2, 1),
dann gelten zwer E-L-Glgen

4oL doc oL
digf dwof o

dc‘?ﬁ doL 0L

dt 8g dx o¢  Og
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§234 Ein erstes Kontinuumsmodell

Bisher:
Ableitungen nach ¢ in E-L-Glgen der Punktmechanik.
Ableitungen nach ¢, x,y, z in E-L-Glgen der Feldtheorie.
Woher genau kommen Ableitungen nach z,y, 27
Betrachte einfaches Kontinuumsmodell aus Festkorperphysik.
Wird in Quantenfeldtheorie iibernommen!
Das folgende nach Goldstein S. 385ff.
Unendlich viele Teilchen der Masse m in konstantem Abstand a;
entlang x-Achse, identische Federn zwischen je 2 Teilchen.
Verallgemeinerte Koord ¢; sei Ort des i-ten Teilchens.
Kinetische Energie des Systems

]_ )
T = 3 EZ: mg; .
Potentielle Energie des Systems (Federkonstante k)
1
V= 2 Z k(div1 — %’)2-

Lagrangefunktion

Betrachte a — 0:

i = m/a ist Linien-Massendichte.

Y = ka ist Youngscher Dehnungsmodul (von Stében).
i, Y sind endlich fiir a — 0.
Ersetze ¢;(t) durch ¢(t,x). Dann

Giv1— ¢, 9¢
a ox

Ersetze Summe durch Integral. Dann

1

L= / dr(pg® — Y ",
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Also

. .o Y
L=L(Gqd)==¢ —=q¢".
(4,4) = 54" — 54
Da L nicht von ¢ abhéngt, ist E-L-Glg
doL doL
0O=——F+——+
dt 0¢  dx 0q
=g —Yq".

Hier subtile H&éBlichkeit:

In Lagrangeglg steht d/dt und d/dx (wegen part. Int).

Diese wirken nach Berechnen von ‘Z—g, %:

auf Felder ¢(t,z). Also /0t und 0/0x.

Oben Bewegungsglg fiir elastischen Stab! Genauso:
Schallausbreitung in Gasen (longitudinal);
Saitenschwingungen (transversal).

Mit Wellengeschwindigkeit
a=\Y/u

wird daraus Wellenglg
G—a’q" =0.
Warum nur eine Glg trotz oo vieler Freiheitsgrade ¢;7

WEeil partielle, nicht gewohnliche DGL.
Partielle DGL < gewohnliche DGL an jedem z € IR.

§235 Lagrangefkt des elmag Feldes im Vakuum

In diesem § keine Ldgen, keine Strome: echtes Vakuum.
Statt q(t, ) des Federsystems nun (¢, 7), A(t, 7).

Weg: postuliere £, das Maxwellglgen ergibt.

Sei M: Mechanik, F: Feldtheorie.

Generalisierter Ort ¢;(t) (M) — Feld A,(z7) (F).
General. Geschw ¢; (M) — Vierergradient 9,4, (F).

Hamiltons Prinzip mit 4-Lagrangedichte

5/@%5:0

d*x ist Lorentzskalar, also auch L.
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E , B sind 6 Funktionsfreiheitsgrade.

Sind aber durch 4 Freiheitsgrade ®, A bestimmt.

Arbeite also mit verallgemeinerten Koord A*, nicht mit E , B.
Lagrangegleichungen sollen sein (schreibe 0, statt d,)

oL oC
S aondy) a4, =
Hierbei
oL or
A0uAr) 0 (5)

Jetzt raten.

L ist quadratische Funktion der Geschw ¢ (M).
Also £ quadratische Fkt der 0,4, (F).

Nehme stattdessen gleich Feldstérketensor:
Wegen Kovarianz der Glgen.

Einfachste Rate-Moglichkeit ist auch richtig:

1 v
EZ_Z /,WFM .

Rechnung:

1
L= (00, = ,A,) (A" — 3 AY)

= —i(aMAV - aVA'u)(a‘uAy - aI/A;L)
1
= — (Do Ar = 0 A B, — DA,
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Also

oL 1
= — VT [(696° — 596%)(D,A, — D, A
a(aaAB) 477 /)7 [( T T 0’)(8/1 8 M)

+ (05 A7 — 0:A5) (650] — 650))
= [0 — 0,4, ~ 0,A,)
+ (0" =0T (0, Ar — 0:A)]
:hamM—Wm—Wm+mM
+9°AP — 9P A — 9P A + 5 A7
= —(0"A% — 9" A")

= —F°,
AuBlerdem
o
0Ap '
Also E-L-Glg
O F*7 = 0.

Sind 2 Maxwellglgen fiir ladungs- und stromfreies Vakuum.
Beachte: die zwei anderen Maxwellglgen:

sind Def von E, B mittels D, A.

Beschreiben keine Dynamik, sondern:

Feldgeometrie: B quellfrei, E Potentialfeld.

Also nicht aus E-L-Glgen (Dynamik!) herleitbar.

§236 Volle Lagrangedichte des elmag Feldes

Volle Lagrangedichte mit Ldg und Strom ist:

1 y .
L= 1 M — oAy gt
Wieder
oL _ o8,
0(0aAp)
Jetzt

oL . .
94, = —pody " = —pog”.
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Also E-L-Glg

3@Faﬁ = ,LLOjﬂ.
Sind die zwei dynamischen Maxwellglgen.
Probe:
Vgl jetziges

/:'int = —[L()Aujﬂ (2361)
mit freiem Teilchen im elmag Feld (L Lorentzskalar)
Ling = —qy(® — @ - A). (236.2)

Glg (236.1): Ldgen als Feldquelle (Ursache des Feldes)
Glg (236.2): Feld bewirkt Kraft auf Ldgen

Ist dasselbe: WW- oder Kopplungsterm.

Priife Gleichheit mit Teilchenansatz

p=qo(r—7"),
j = qid(F—7").

Achtung: in (236.1) mufl man jetzt p, weglassen:
diente nur dazu, ¢~2? im Feldstéirketensor zu bekommen:
und damit kompakte kovariante Maxwellglgen

Ess muf} also gelten

1
/ A7 Ling = / Ao —Lin
Ho
1
= /dt/’Y/dBT/W—['int
Ho
1
= /dT/d37“'7—£int.
Ho
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Tatsachlich

/dgrlfy Lint = —’y/dg’r'Auj“

— Lint-

§237 Lagrangedichte des Feldes: nicht kovariant

Zum besseren Verstdndnis nach dem bisherigen Hochkalkiil:
L mit E und B. Siehe Goldstein.
Verzicht auf explizite Kovarianz; dafiir elementare Felder.

Feldglgen

V'E:p/€07
V-B=0,
. 9B
E=_=
V X 5

OF
ot

Glg 2 und 3 identisch erfiillt nach einfiihren von ®, A,

VxB= Mo] + Ho€o—

H:fof

—

E=-Vd-——.
Ve

Glg 1 und 4 dynamische Glgen: Kopplung an Materie.
Nur Glg 1 und 4 aus Lagrangefkt.
Postulat

1
L=2p? B2 047 A
2 2410
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(Im WW-Term sieht man wieder: extra p im kovarianten Kalkiil.)
Hierbei sind E, B durch ¢, A auszudriicken

-\ 2
€0 0A
— 2| VP + ——
- (so21)
1

e EabcabAceadeadAe
240

abcde
—pP+7- A

Denn die verallgemeinerten Koord sind P, A.

V x zur Rechen-Vereinfachung mit e-Tensor.
Beachte hier besonders Index a: Skalarprodukt.
Sei wieder

oL B oL
Fiir -Koordinate einfach ablesen

oL _ _

a(p - 107
or_,

od

oL .
8(az@> == 60(8@ + Az) == —EQEZ'.

Einsetzen in E-L-Glg

0 oL o oL oL
—— + _ —
ot O ;

gibt

Also Maxwellglg
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Und fiir A-Koordinate

oL _ .
0A; 7
oL .
oA, €0(0;® + Aj) = —eE;
oL 1
8(3214]) 2:“0 adee(eabcab ceadeézd(sje + EabcélbdjceadeadAe)
1
- _Q_(Z EaijeabcabAc + Z GaijﬁadeadAe)
Ho abc ade
1
- T Z 6aij‘fabc&lﬂélc
Ho abe

1
= T za: €aij Ba,
oL 1
200 ™ e o 0P
1
= o %: €jia0i Bq

1 R
= —(V x B)..
oV x B,

Einsetzen in E-L-Glgen

oL O oL OL
gibt
oFE; 1 S
—an—t] %(V X B)j_]j —O,
also Maxwellglg
~ - oF
B =y —.
V X HoJ + oo 9

§238 Energie-Impuls-Tensor

Jetzt relativistischer Hamiltonformalismus der Feldtheorie.
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Hamiltonfkt der Mechanik mittels Legendretrafo definiert

oL
H=—¢—L
g1
In E-Dynamik entsprechend fiir Hamiltondichte
oL
= ———0,A3 — L.
"= .y

Ubung: zeige, dafl ohne Ladungen und Strome H ~ E? + B2.

H ist Feldenergiedichte.

Feldimpuls sollte in Relativitdtstheorie mit Energie einhergehen.
Ist auch der Fall, im Energie-Impuls-Tensor

oL
TH = ———0"Ag — " L.
0(9,45) "

Summation iiber 3. Also H = T.

Ubung: zeige 9,T" = 0.

Ubung: zeige Zusammenhang 7% und Feldenergie, 7% und Poynting-
vektor, 7% und Maxwellscher Spannungstensor.

Ubung: driicke T rein algebraisch durch F* und n"* aus.

§239 Elektrodynamik

Maxwellglgen mit Diff.formen

V' = 4-dim Minkowskiraum.

Basis €, €1, &, €5, duale Basis €, e, &2, &3,
Definiere 1-Formen (Kovektoren)

j = jugua
A= A"
Definiere 2-Form ]
F = 5 wel NEY

Kleine Konventionsénderung gegeniiber zuvor

0123
e =-1 €0123 = 1.
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Dann gilt

sl=ce'netne*ne’,

xe’ =l Aei e’

1 .
*é’l = §€ijk€0 N gj N gk,
. 1 .
x(@'net) = —5€ijke” A er,
- : 1
x(e'neT) = §eijk50 NeEF
x(@ AT AET) = e el
st netne’y=e,
s(e'netnetne’) = —1.
Dabei nehmen 1, 7, k£ die Werte 1,2,3 an.
Ubung: zeige diese Glgen.
Hiermit Kontinuitétsglg
d* 5 = 0.
Lorenzeichung
dx A=0.
Def Feldstarketensor
F = dA.
Maxwellglgen
dF =0,
OF = —ppj.

Ubung: zeige alle diese Glgen.
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KAP 13: BEUGUNG

§240 Geschichte und Huygensches Prinzip

Klassische Beugung = Lichtausbreitung um Hindernisse,
mit scharfkantigen Offnungen > Wellenlinge.
Spalt, Doppelspalt, Beugungsgitter, Kanten, Blenden, Aperturen.
Hier nach Born & Wolf, Principles of Optics, und Weller & Winkler.
Huygensches Prinzip:
Jeder Frontpunkt einer Welle ist Quelle einer Kugelwelle.
Deren Einhiillende gibt die Welle zu spéterer Zeit.
Erste Beugungstheorie: Fresnel 1818.
= Huygensches Prinzip, plus Interferenz der Kugelwellen.
Heutige mathematische Formulierung: Kirchhoff 1882.
Sommerfeld 1896: exakte Lsg fiir Beugung an Halbebene.
Anwendung der Beugungstheorie:
Abbesche Mikroskoptheorie
Auflésungsvermogen astronomischer Teleskope
Kristallstruktur aus Réntgenbeugung (Laue)

§241 Nochmals Greensfunktion der Helmholtzglg

Ubersetzung der Huygenschen geometrischen Idee in Integralsatz.
Dieser Satz in der Akustik schon von Helmholtz hergeleitet.
Zur Vereinfachung: Skalare Beugungstheorie.
Ein Skalarfeld ® statt Vektorfelder E : B.
(NB Warnung: Intensitéit I ~ é* - E.
In skalarer Theorie I ~ ®*®; keineswegs I ~ P.)
Vektortheorie erst von Kottler 1923.
Helmholtzglg fiir Skalarfeld
1 9

Annahme: monochromatische, harmonische Welle

B(7, 1) = O(F)e ™!,
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Damit zeitfreie Helmholtzglg (k = w/c)
(A + E*)®(F) = 0.
Bestimmungsglg der Greensfkt
(A + K> g(7,7") = —4ns(F — "),

Dies ist Glg (193.4)! Entstand bei Fouriertrafo der Helmholtzglg.
Hier nur eine Fourierkomponente.
Lsg nach (193.7)

6ikp 6—ikp
+ (1 —a) ,
p p

9(p) =a
mit p = |7 — 7'|.
Sind Kugelwellen.
Zusammen mit vorausgesetztem Zeitfaktor e ™! gibt:
erster Term (~ a) von einem Punkt auslaufende Kugelwellen,
zweiter Term (~ 1 — a) in einen Punkt einlaufende Kugelwellen:
letzteres unphysikalisch. Also nur erster Term, a = 1

A
ezk|r 7|

(A + K?) ( ) = —Ans(7 — 7). (241.1)

7 =]

Ubung: Priife Giiltigkeit der Glg. Benutze A in Kugelkoord, denn
e’*? /p hingt nicht von Winkeln ab. Benutze bekannte Greensfkt der
Poissonglg.

§242 Helmholtz-Kirchhoffsche Integralformel

Sei V' Volumen, von Fliche S berandet.

Seien &, ¥ Skalarfelder.
Dann Greenscher Satz

/V &Er' [DFNAT(7) — U (7 )A'D(7)]

_ g @Y O
= —jida [(I)(r ) 5 — U(r") 5

Benutze /, um bisherige Int.konvention beizubehalten:
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r" Quellpunkt, » MeBpunkt.

Biicher setzen hier oft ¥ = 0 und integrieren iiber r statt r’.

n’ ist (entgegen iiblicher Konvention):

Flachennormalenrichtung hin zu V.

Sei nun ® gesuchte Lsg der Helmholtzglg (gebeugtes Licht).
Und sei ¥ Greensche Fkt der Helmholtzglg (wieder p = |77 — 7'|)

U(F) = g(p) = .

Fiir festgehaltenes 7 ist diese Glg erlaubt.
Schreibe im Greenschen Satz A’ + k? statt A:
die hinzugefiigten Terme heben sich. Also

/V & [@(F) (A + K)g(p) — g(p) (A + k) ()]
B g2 29(P) 0% (1)
— —yéda [CI)(r ) =g~ 9P ] :

Da ® Lsg der Helmholtzglg verschwindet zweiter Term links.
Erster Term links wegen (241.1)

/V D) (A + K)g(p) = —dr /V B D(F)S(F — ) = —drd(7).

Also Greenscher Satz

o1 /02 29(P)

o) = o= f de'|0) 20 — g
Heifit Helmholtz-Kirchhoffsche Integralformel.
Grundlage der Beugungstheorie.
Mathematischer Ausdruck der Huygens-Fresnel Konstruktion.
Ubung: dieselbe Rechnung ohne Greensfkt, nur mit zwei Lsgen &, ¥
der homogenen Helmholtzglg, unter Ausschlufl einer e-Kugel um 7, in
die [ d®r'" nicht hineinreicht. Ergéinze S um diese Kugeloberfliche, und
integriere iiber sie mittels Raumwinkel.

0D (")
on’

§243 Kirchhoffsche Beugungstheorie

Monochromatische Kugelwelle von Punkt @ (nicht 7).
Liuft durch oo ausgedehnten, ebenen Schirm mit Offnung.
Gesucht: Wellenfeld bei P auf anderer Schirmseite.
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I S . Q = Quellpkt Kugelwelle
I . P = Messpkt
I : P’= Int.pkt
| B . 0 = Koord.0.pkt
|--> n’
| ->
r)
PpP<—— o
/| /
/1] /
/1 /
q/ | | p /
/ | | /
/ [-> —>| / —>
/ lr -r> |/
/ | |/
Q | P
|

Sei Wellenldnge < Schirmoffnung < p, g.
Festlegung von S wie in Zeichnung: S besteht aus
(i) Offnung
(ii) Schirm (Seite von P)
(iii) Halbkugel in oo.
Quelle @) liegt auflerhalb S.
In Kirchhoffs Int.formel werden benétigt:
® und 0®/0n auf Offnung, Schirm, Halbkugel.
Exakte Vorgabe physikalisch und mathematisch schwierig.
Kirchhoffs genial-einfache Idee:
In der Offnung: originale Kugelwelle aus Q.
Auf Schirm (Innenseite!) und Halbkugel: & = 9®/0n = 0.
Heiflen Kirchhoff-Randbdgen.
Machen nur Sinn wenn A < Offnung.
Problem auf der Halbkugel in oo:
Feld fillt mit 1/72, aber Kugelfliche wichst mit r2.
Also doch Beitrag von Halbkugel?
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Ubung: zeige durch Rechnung, daf Beitrag Halbkugel dennoch 0.
Einfachster Ausweg nach Born & Wolf:

Halbkugel so grofl machen,

... daf} Licht wahrend Experiment dort nicht ankommt.

(Neues Problem: dann ist Licht nicht mehr monochromatisch:
denn monochromatische Welle ist immer iiberall).

In Offnung ist Kugelwelle aus @

eiqu
Op = Do,
N q
wobei ¢ = QP’; und von oben
eikp
9(p) =
p

Einsetzen in Kirchhoffformel (O = Offnung)

(I)P _ % da/ eikq 0 eikp B eikp 0 eikq
47 J qg on' \ p p on' \ ¢q '

Es ist
0 (e _ 4 2 e = cos ozequ 1k — 1
o'\ q ) omog\ q¢ ) q q)’
o (et op O [e*r cos 66”“1” " 1
- — 1k — —
on' \ p on'Op \ p P p)’
wobei
cosa = |0 - ql, cos 3 =1|n"-p|.

(Betréige nicht notig, nur zur Sicherheit.)
Nach Voraussetzung A\ < p, ¢, also

1 1
th — — =1k — — =~ ik.
p q
Einsetzen in Kirchhoff
15 ikp ,ikq
Pp = —Pg S (cos a + cos 3).

mJo P ¢
Kirchhoffsche Beugungsformel.
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Beide cos-Terme zwischen 0 und +1.

Manche Biicher machen hier 1 Minuszeichen, dafiir cos < 0.
Kirchhoffsche Beugungsformel ist Huygensches Prinzip:

jeder Frontpunkt einer Welle ist Kugel-Wellenquelle:

e’ /q ist Amplitude Kugelwelle von Ort der Offnung nach 7.
e’ /p ist Anfangsamplitude dieser Kugelwelle in der Offnung:
wieviel kam von ' in der Offnung an?

Beachte: cos a 4 cos B = 2 wenn Strahl | Offnung.

Weil Offnung < r, 7' sind cos o, cos 3 fast konstant.

Also vor das Integral ziehen,

eikp eiqu
(I)p ~ / da' .
O P q

Dies ist wirklich Huygensches Prinzip.

§244 Beugung an Spalt, Doppelspalt, Gitter

Ubungen bzw Optikvorlesung.

§245 Fraunhoferbeugung an Kreisblende

1. Integralformel fiir Fraunhoferbeugung

Bedeutet: ebene Wellen statt Kugelwellen.

Mittles Quelle und Feldpunkt im Brennpunkt von Sammellinsen.
Mathematisch: » und r’ nach oo legen.

Da Offnung kleine Fliche: eben.

Sei = QP und p'= PP

Seien gy, pp Vektoren zu einem festen Offnungspkt,

ﬁ:ﬁo+€7
q=qo+¢&.

5 = liegt in Offnungsebene.
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Da r,r" — oo, reicht Taylorreihe bis zum ersten Glied

p:

Entsprechend fiir ¢

g~ qo + Q- & .
q0
Def Fraunhoferbeugung: Taylorreihe nur zum ersten Glied.
Def Fresnelbeugung: Taylorreihe bis zum zweiten Glied erforderlich.

Also Fraunhofer

ok eik’poeikﬁof/po,
ik g pihao pikio-€/q0
Da Ein Offnungsebene liegt, ist (vgl dV = d37°)
da = d*¢.

Konstante Faktoren vors Integral ziehen gibt

@pw/d2§exp [ik(@+@>-g].
O Po Qo

Meiste Biicher haben hier py — ¢y: Vektoren gleichgerichtet.
Bei uns (siehe Zeichnung oben): Vektoren entgegengerichtet.
Sei £ = (n,¢). Dann

@pw/dndCexp [zk (@_@)n_i_ (@_%) C] .
0 Po qo Do 9%

Da nur Diff p — ¢ vorkommt: Blendenverschiebung erlaubt.
Betrachte nur g, = qoc = 0,

Op ~ / dndge[ik(npoﬁépoc)/po]_
O
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Ist Grundglg der Fraunhoferbeugung.

(n,C) ist ein Blendentffnungspunkt.

(pon, po¢) ist Punkt auf Beugungsschirm.

Beide Koord.paare bezogen auf Nullpkt in Blende (Zentrum).

2. Fraunhoferbeugung an Kreisblende
Betrachte kreisformige Blende mit Radius a.
Polarkoord: sei

n = bcos#, poy/po = dcos,
¢ =bsinb,  poc/po = dsind.

Dann

2T

dp :C/dbb/deeikbd(cosGcosﬁ—i—sinﬁsinﬂ)

0 0
a 27
— C/dbb/deeik‘bdcos(ﬁﬁ).
0 0

Auf guten Glauben lautet eine Darstellung der Besselftkt Jj,

2m
1 7 COS
Jo(z) = Q—/dozemow.

s

Damit (nach Substitution dff — d(6 — ¥))
Op = 27rC/dbbJ0(kbd).
0

Weiterhin gilt die Relation

d
%[:&h(m)] = xJy(x).

Also nach Integration

/y drxJy(z) = yJ1(y).

0
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Also im Beugungsintegral
bp = 27‘(’0/db bJo(kbd)

0
kad

2nC
- O/ d(kbd) (kbd) Jo(kbd)

21 C
ERZ
— 271a’C

kadJy(kad)

Ji(kad)
kad

Dies ist Wellenamplitude, also ist Intensitét

1(d) = I (%)2 .

Beriihmte Formel von Airy 1835.

Faktor 2 wegen Normierung 2.J;(0)/0 = 1.

I ist dann Intensitdt im Zentrum des Beugungsbilds.
d ist Kreisradius auf dem Beugungsschirm.

Kreissymmetrisches Beugungsbild von ¢ unabhéngig.
Erstes Minimum /(d) = 0 bei

kad ~ 3.833

Oder, da d = po¢/po = tan a, erstes Minimum bei
A
tana ~ 0.610—.
a

Starke Beugung also fiir groe Wellenlinge, kleine Offnung.
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Abbildung 245.8: Fraunhoferbeugung an einer Kreisblende.
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